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ДОПОЛНЕНТЯ ВЪ КУРСУ 


АЛГЕБРЫ, 


ТРЕБУЕМЫЯ ПРОГРАММАМИ КОНКУРСНЫХЬ ЭКЗАМЕНОВЪ, 


Предислов!е къ десятому издан!ю. 


Настоящее издане „Дополненй къ курсу Алгебры“ отли- 
чается отъ предыдущих въ. слфдующемъ: 

1) Во многихъ мЪстахъ прибавлены примфры, наглядно. 
иллюстрирующе теоршю; таковы, напр., 55 70, 88а, 89а, 92а и 
друг. 

2) Упрощены и улучшены доказательства теоремъ о равно- 

‚ сильности уравнений 5$ 123—136. 

3) Прибавлено нЪсколько новыхъ вопросовъ, не имъющихся 

въ прежнихъ изданяхъ, каковы, напр.: изслфдованше общихъ 
`формуль рьшевя одвухъ уравненй съ двумя неизе5стными, 
случай однородности двухъ уравненй, извлечеше квадратнаго 
корня изъ комплексныхъ чиселъ и друте. 

Нъкоторые изъ этихъ вопросовъ, не требующеся `програм- 
мами, но изрдка спрашиваемые въ различныхъ институтахъ, 
отпечатаны мелкимъ шрифтомъ. 

Такъ какъ книга эта введена въ употреблеше, какъ уче 
никъ, во многихъ среднихъ учебныхъ заведеняхъ, то чтобы не 
измбнить нумерацию параграфовъ и не вводить связанныхъ съ 
этимъ неудобствъ для преподавателей и учащихся, всЪ вновь 
прибавленные параграфы отмЪчены буквой а. Такимъ образомъ, 
появились, напр., $ 22а, $ 26а и т. д. 

Благодаря этому, нумеращя параграфовъ курса нисколько 
не измЪнилась, что дастъ возможность учащимся одного класса 
пользоваться различными издамями книги, хотя вслфдстве. 
сказанныхъ прибавлен!й объемъ ея увеличился съ 208 до 256 
страницъ. 


стоящемъ ыы „Дополненя къ курсу Алгебры“ даютъ _ 
_ полный. и подробный отв5тъ не только на всЪ статьи, помф- 
щенныя въ программ и не имъющыся въ общепринятыхъ 
‘учебникахъ Киселева, Давидова и др., НО здЪсь разобраны 
даже т вопросы, которые, хотя и не помфщены въ программЪ, 
_но предлагаются на экзаменахъ. 

НадЪюсь, что въ теперешнемъ видЪ книга эта вполн% удовле- 
творитъ самымъ строгимъ требованямъ, какя можно предъ- 
являть къ подобнаго рода изданямъ. 

Считаю прятнымъ долгомъ принести сердечную благодар- 
ность всВмъ тЪмЪ преподавателямъ, которые, проходя въ стар- 
шихъ классахъ Алгебру при помощи: этого учебника, указывали 
мнЪ на измнешя и улучшеня, желательныя въ посл5дующихъ 
изданяхъ. ВСВ эти пожеланя были, по возможности, приняты 
въ настоящемъ изданм. НадЪюсь и впредь получать подобныя 
же указан и не премину ими воспользоваться. 

Въ виду совершенно невфроятнаго нздорожаня бумаги 
(на 400°/, и выше) и типографскихъ работъ (болфе чёмъ 
на 100°/.) стоимость книги повышена съ 1 р. 50 к. до 2 руб. 25 коп. 
НадЪюсь, что ко времени выхода слфдующаго издан г. г. бу- 
мажные фабриканты и торговцы будутъ сокращены и окажется 
возможнымъ вернуться къ прежней цЪиЪ. 


П. Шмулевичь. 
Сентябрь 1916 года. 
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ГЛАВА 1. 


НЪкоторыя предложеня о дфлимости 
многочленовъ, 


1. ТЕОРЕМА. Остатокъ отъ дфленя ращональнаго многочлена, цф- 
лаго относительно буквы = *) и расположеннаго по убывающимь сте- 
пенямъ этой буквы, на двучленнаго дфлителя х—а, равенъ значению 
даннаго многочлена, при х = а. 

‚Доказательство. Всякй цфлый относительно буквы 2 
мвогочленъ, расположенный по убывающимъ степенямъ 
главной буквы, имфетъ видъ: 


а 
4-4. 
Зльсь т—какое-нибудь целое и положительное число, а 
Ан, Ан» Ана. - - Аз, Ча, 4ь, 45 
нЪкоторые хоэффиенты, т. е. выраженя цфлыя или дроб- 
ныя, не содержацИя буквы 2 (въ частномъ случа нф- 


которые изъ этихъ коэффищентовъ могуть быть равными 
нулю). Напр, многочленъ 


32 — 422 --82°—12=--3 
по расположени его по убывающимъ степенямъ буквы г 
принимаетъ видъ: 
82° -|- 02° - 02 — 42° - 32° — 122 --3, 
*) Многочленъ называется цель.иь относительно какой нибудь 


буквы, если эта буква не входить въ знаменатель ни одного изъ его 
членовъ. Таково, напр. выражеше $2'—#27--5. Многочленъ же 22* — 


ро -+5 не будетъ цвлымъ относительно 22. 


П, Шмулевичь. „Дополи. къ АлгебрЬ", 1 


и слБд, здъсь 


т —6; 4. =8; 4,=0; 4, =0; 4, =—4; 4, =; 
1 =— 18; 4=8. 

Ели такой многочленъ раздфлить на двучленъ 2—а, то 
въ частномъ получится цфлый относительно буквы < и 
расположенный по убывающимъ степенямъ 2 многочленъ 
т минусъ первой степени, который назовемъ @,, и нЪкото- 
рый остатокъ А, не содержащий буквы 2, такъ какъ въ дфли- 
тель # входитъ только въ первой степени, а степень 
остатка всегда ниже степени дфлителя. Припоминая, что 
дълимое всегла равно дфлителю, умноженному на частное, 
плюсъ остатокъ, имфемъ тождество: 

рат Аа ат... -РАЖ-А = 
={@— а). 9,-8........ а). 
Такъ какъ обф части выраженя (1) представляютъ вели- 
чины, равныя между собой тождественно, т.е. при всякихъ 
значеняхъ буквъ, входящихъ въ него, то, очевидно, оно 
будетъ справедливо и въ томъ частномъ случаЪ, если мы 
положимъ 2==а; тогда первая часть равенства (Г) приметъ 
видъ: 
Ата” А ати. . „А, А, а 4, 
и слЬд., не будеть содержать буквы 2, ибо въ коэффи- 
шенты 
Ат, Ата, : - 4, 4 
= не входить; вторая же часть тождества (1) приметъ видъ 
суммы: 
(@—а). 9,8. 
Но первое слагаемое этой суммы равно нулю, такъ какъ 
©, не можетъ равняться безконечности *), а слЪд., во 


*) Всякое произведене вида О. т равно нулю, если только т не 
есть безконечность, въ каковомъ случаз получается неопредвленность, 
требующая раскрытйя. Въ произведеши (а—а). 9 первый множитель 
есть нуль, второй множитель ©, есть результать подстановки буквы @ 
вмЪето 2 въ цьлый относительно 2 многочлен 9, Но многочленъ, 
фвлый относительно х, можетъ обратиться въ безконечность ^ только 
при подстановкВ сс вмЪсто 2. Всякая же подстановка вмфсто 2 конеч- 
наго чиела, напр. 4, обратить ©, въ безконечность не можеть. Поэтому 
©. = со, и слЪд., (а—а). @,=8. 


| 


р РА, 


второй части останется только Й, которое не измЪфнится 
отъ произведенной подстановки, такъ какъ оно не со- 
держить буквы 2. Итакъ, при х=а мы вмфсто тождества 
(1) получаемъ: 


Ана" А ат... А, А, а А-В, 


а это и показываеть, что искомый остатокъ В равенъ зна- 
ченйю даннаго многочлена при 2, равномъ а. 


2. Замючаме 1. Если двучленный дфлитель имфеть 
видъ 2-ра, то этоть случай легко приводится къ преды- 
дущему, если замфтимъ, что #--а можно представить въ 
видЪ разности #— (—а). 


Замьчане П. При помощи такого же према доказа- 
тельства, легко убЪфдиться въ томъ, что остатокъ отъ раз- 
ъдфленя цфлаго относительно буквы х многочлена на дву- 
членъ, вида 


ах +0, 
равенъ результату подстановки въ данный мпогочленъ 


значешя (+ 2) вмЪсто #2. 


3. ПРИМЕРЫ. |. Найти остатокъ оть раздфлешя много- 
члена 


32—72 — Ба 4—1 
на #—2. 


Подставляя въ данный многочленъ 2 вмЪсто =, нахо- 
димъ искомый остатокъ: 


Е=3. 2*—17.2'—5. 21-4. 2—1=— 91. 
П. Найти остатокъ отъ раздфлен!я 
10.2°--4 2-52 —1 
па 2+3. 
Подставляя (—3) вмЪсто =, получаемъ искомый остатокъ: 
В=10. (—3)"--4.. (—3)- 5. (—8) —1=17166. 


1* 


ит. Найти остатокъ отъ раздфленя 
23 — 321-22 —1 
на 22—83. 


3 
Подставляя 5 вмЪсто 2 въ данный многочленъ, полу- 
чаемъ остатокъ: 


3 \* 3 \* я и 
в-(3] в. [3] №. (1) -:--3: 
ТУ. Найти остатокъ отъ раздленя многочлена 


32—52 62-4 . 
на двучленъ 22-1. 


Подставляя (- $ вмЪсто 2, получаемъ: 


пе е--ь 


4. Изъ доказанной въ $ 1 теоремы, вытекають таюя 
слЪдств!я: 


Слёдстве |. Если многочленъ обращается въ нуль отъ 
замфНы въ немъ буквы 2 буквой а, то онъ дфлится безъ 
остатка на 2—а. 

Сльдстве 1, обратное предыдущему. Если многочленъ дЪ- 
лится на 2—а, то результать подстановки въ него буквы 
а вмЪсто = равенъ нулю. 

Слъдстве 1 выражаеть собой услове, достаточное для 
дфлимости многочлена, цфлаго относительно буквы т, на 
двучленъ 2—а; слЪдстые же П представляетъ необходимое 
услове этой дЪлимости. Оба эти слЪдстыя въ совокупно- 
сти даютъ намъ: 

1. Даля того, чтобы цълый относительно х многочлень дъ- 
лился на двучлень 2—а, необтодимо и достаточно, чтобы число 
а было корнемъ *) этого многочлена. 


*) Корнемъ многочлена называется то значеше главной буквы его, 
при которомъ многочленъ дфлается равнымъ нулю. 


Ой, 


2. Для того, чтобы число а было корнемь цтлаю относи- 
тельно 2 многочлена, ‘необходимо и достаточно, чтобы мнозо- 


членъ этотъ дълился на двучлень 2—-а. 


5. ТЕОРЕМА. Если цфлый относительно буквы х иногочлень дф- 
лится порознь на двучленныхь дфлителей 


и—а, 0 #6..... 
гда, 6 с,.... не равны, то онъ длится и на ихъ произведен. 


‚Доказательство. Пусть данный многочленъ булетъ 


тат Ач... ААА: 
обозначимъ его для краткости Р„. Этотъ многочленъ по 
условю дфлится на #—а, на 2—6, на з—е...,.. РЕ 
слЪд., на основани $ 4 каждое изъ выраженй 

` Р‚=Ата"-- Ата" -. .. Аа А, 


РА" Ат"... РАБА 


равно нулю. 


Пусть частное оть дфленя Р, на 2—а будеть 9,; здЪсь 
©, есть также цфлый относительно 2 многочленъ степени 
(т—1); слБд., имфемъ тождество: 

Р‚=(е-а). ©, (0. 


Если въ этомъ тождествЪ букву 2 вездЪ замфнимъ 
буквой 6, то получимъ: 


В,=@-4). 0, 


гд ©, означаетъ выражеше ©,, въ которомъ буква х за- 
мЪнена буквой 5. Но Рь какъ указано выше=0, а слфд., 


($-—а). ©, =0. 


Множитель (5—а) нулю равняться не можеть, ибо по 
условию теоремы а не равно В, слфд., непремённо 


о 


Итакъ, ©, обращается въ нуль, если вмЪфсто буквы х 
подставить 6, а слЪд., на основан!и $ 4, заключаемъ, что 


©. дБлится безъ остатка на 2—6. Пусть частное отъ этого. 


‚дБленя будетъ Т,, гдЪ Т,, очевидно, цфлый относительно 
= полиномъ степени (т—2); тогда имфемъ тождество: 


Е... 


Вставляя въ равенство (1) вмфсто %, его величину изъ ра- 
венства (П), получимъ новое тождество: 


РЕа Е) И. эз-зан) 
Замфняя здфсь 2 буквой с, получимъ въ лЪвой части Р„ 
что. равно нулю, а слфд., 

(е—а). ((—5. Т=о, 
но сне равно аи не равно ® по условю теоремы, а потому 
Т,=0, 

т. е., если въ Т, букву 2 замфнимъ буквой с, то получается 
нуль, а слЪд, на основан!и $ 4 заключаемъ, что 7, длится 


безъ остатка на х—е. Пусть частное отъь этого дфлешя 
будетъ 5,; тогда 


Т.=@—9.8,. 
Вставляя это значене Т, въ равенство (И), имфемъ: 
Р,.=(2—а). (2—5). (2—6). 5.. 
Такимъ образомъ, теорема доказана. 


6. ТЕОРЕМА. Если многочлень т—овой степени, цфлый относи- 
тельно буквы 2, имфетъ т различныхь дву’ленныхъ дфлителей, то’ 
частное отъ раздфлешя его на произведеше всфхъ этихъ дфлителей 
равно А», т. е. коэффищенту при высшей степени буквы 2. 


Въ самомъ дЪлЪ, пусть, напр., многочленъ 
Ру аьа-ЬА ит... АА Аа-НА, 
иметь т различныхъ двучленныхъ дфлителей: 


(1—а;), (#—а,), (2—щ,),..... (=—а,). 


и, 


ЕР ис. 


Я 


Тогда на основан!и предыдущей теоремы мы знаем», что 
онъ раздфлится безъ остатка и на ихъ произведенге, т. е. на 


(2—а,) . (1—а,) . (1—а,). ... .(2—а,). 


Такъ какъ это произведеше по открыти скобокъ пред- 
ставляетъ собой многочленъ т-овой степени, т. е. такой же 
степени, какъ и Р‚, то, очевидно, частное отъ этого дфлен!я 
не можеть содержать буквы 2,-а слфд., оно должно имЪть 
всего одинъ членъ, который получится отъ раздьлен!я 
высшаго члена дфлимаго на выспИй членъ дфлителя; но 
выспий членъ дфлимаго есть А„л”, высший членъ дЪли- 
теля 2", а слфд. первый, и въ то же время единственный 
членъ частнаго будетъ 

Дес сен, 
что и треб. доказать. 


7. Слёдстве. Если многочленъ т-овой степени, цьлый отно- 
сительно буквы <, 


нам Аа... ААА, 
имтеть т различныхь корней: а, а, а;. . „аз то онъ м0- 
экеть быть предетавлень в5 видъ произведеная: 
Р,=А„(#—а:)(х—а,). ... (#—(„_1)(х—а,). 

Этимъ свойствомъ мы будемъ пользоваться при разло- 
жен! и уравнешй на множителей. 

Примтрь. Биквадратное уравнене 

421—257 -- 36 =0 


3 з 
имЪетъ корни: 2, ==2, и. =5; 2,=—2; “=Ь—5, и слБд., 


лЪвая часть его разлагается на множителей: 
3\ 3 
4—9 [2 3]6+5 (2+3). 


8. Занонъ составленшя частнаго отъ раздфленя цфлаго относительно 
бунвы 2 многочлена на двучленъ 2 — а. 

Непосредственнымъ дфлен!емъ находимъ первые 3 члена 
частнаго отъ раздЪлевя 


Дит Аь ит. Гоа Аж Аь на (аа) 


[Ата Е дна | «аа дя | 
+ АРА +4 з А-а + 


` . г е А о: Ь 7 


: даа | аа, т.г... АРА 
Аи 


чивЪъ такимъ образомъ первые 3 члена частнаго, мы можемъ на нихъ подмФтить 
й закон составленя его: — 


оби 


Козффицеенть терваго члена частназ равенъ коэффищенту 
перваго члена дълимаго=А„. 

Коэффищенть второго члена равенъ произведентю коэф. предше- 
ствующаго члена на а, сложенному со вторымь коэффиичентомъ 
дълимаго: 

А„. а-+- А 

Коэффищенть третьяго члена частнаго равенъ произведено 
предшествующаю хкоэффищента на а, сложенному съ третьнмъ 
хоэффициентомь двли.маго: 


(Мы ада. 


Законъ этоть общ для всьхъ членовъ. Въ самомъ дл, 
предположимъ, что непосредственнымъ дфлешемъ мы на- 
шли въ частномъ какой нибудь членъ Ка”; членъ этотъ 
получился, очевидно, оть раздфленя высшаго члена какого 
то остатка на <, т. е. выспИй членъ этого остатка быль 


Ка”, 
а слБдовательно, весь соотвЪтствуюций остатокъ былъ *): 
Ка и-НА и -..... ДРАЧ, 


Умножая полученный членъ частнаго 2”! на лфлителя 
и вычитая это произведеше изъ вышенаписаннаго остатка, 
получаемъ остатокъ слфдующаго порядка въ вид: 


АРА... НА -ЕАь. 


Раздфливъ высший членъ этого новаго остатка на выспИй 
членъ дфлителя, т.е. на 2, получимъ слфдующий по порядку 
членъ частнаго: 


(Е. а- 4, ,)а" 


Коэффищентъ его равенъ произведено предшествующаго коэф- 
фищента на а, сложенному съ коэффищентомь того же по- 
‘рядка дълимаю; а это доказываеть общность закона соста- 
влешя коэффищентовъ. 


*) Потому что каждый остатокъ предетавляеть многочленъ, убываюцщий 
по степенямъ буквы 2, причемь за исключешемъ перваго члена значки 
у коэффищентовъ А соотвфтственно равны показателямъ степени при &. 


а = 


Если дфлимое не представляеть собой полнаю много- 
члена, т. е. содержить не ве, цфлыя степени = отъ т до 0, 
то для приложев!я выведеннаго правила слфлуетъ припи- 
сать въ дфлимомъ недостающие члены съ коэффищентами, 
равными нулю. 


9. Замфчаме 1. Очевидно, законъ этотъ распространяется 
и на случай дфленя на двучленъ 2-- а, ибо 


а а=х— (—а). 


Замфчаше 2. Для примфнен!я этого правила къ дфли- 
телю вида ат надо дфлить сперва по вышеуказанному 


ь 
закону на 2 + =» & ПОТОМЪ всЪ члены частнаго раздфлить 
еще на а, такъ какъ 


ааа. [+ 


а вмЪсто того, чтобы дфлить на произведене, можно дф- 
лить порознь на каждаго множителя. 


10. ПРИМЪРЫ. 1. Найти частное и остатокъ отъ раздЪле- 
ня многочлена 
34—52 --42--3 на 2—2. 


Дополняя данный многочленъ членомъ съ 2*, имфемъ: 


За баба -- 4 3. 

Коэф. 1-го чл. частнаго—8, слЪд. 1-ый чл, частнаго=3а?; 
> 2-0 ь > 58.240 6, > 20й › > 26% 
> 8-0 » > =6.25=7, в» ‚ = 
> 40» > 7.24418, > 4ый › > 5% 


Искомое частное будетъ: 
0,=32* 622-72-18. 
Остатокъ оть дфлешя В будетъ: 
В=3. 9—5. 284.93 —89, 
2. Найти частное и остатокъ оть раздфленя 
425-244 -- 523—717 на 22-3. 


— 1 — 


Дополняемъ данный МНООУНЕНЬ я членами 


съ 2 исъх и дблимъ сперва на 2-8: 


(даб оа- бай 0а? 0% 7) | * З 


Коэф. 1-го чл. частн.—4, слЪд., 1-ый чл. частнаго=427%; 
> 20» =. (- н-- > 20й » 5 = 4 
> 80» › =—4(- Зв 5 зай › > сонанах 
кю =и.(-3)+40=-% > ый › - =; 
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$ 50 > ‚=(- з' 


-(- 5) +0 т › Бый › ‚ <. 


Итакъ, частное отъ раздьлен!я даннаго многочлена на 
8 
= 5 будеть: 
дата а, 
а для того, чтобы: получить частное отъ раздфлен!я даннаго 
многочлена на 2%--3, надо всф найденные коэффищенты 


раздфлить еще на 2. Слфд., окончательно имфемъь: 


Искомое частное ©, = 25\ —327-|- Па —_ м. 


3 3 )* 3 }* 

Остатокъ В=4. [-- 3) +2. (- 2) +(- 5) 

3. Не производя дфлен1я, найти частное и остатокъ оть 
раздЪленя 2*—82--15 на 2--5. Отв. 9,===—13; В=80. 

4. Не производя дЪленя, найти частное и остатокъ оть 
раздьлен!я 32°—42*—22*--7 на 2—2. 

> Отв. 0.—824-249--4а74-62-|-12; В=81. 

5. Не производя длен!я, найти частное и остатокъ отъ 
раздъленя 2'—321-|-2=—1 на 2—8. 

Отв. 9 у’ В=— 


11. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ДЪЛЕНЯ. Разсмотримъ случ_и дЪли- 
мости выражен! вида =" а” на +а. 
1. Пусть требуется раздфлить а"—а” на’#—а. 


зе 
На основаши $ 1, подставивъ въ лЪлимое вмфсто буквы 
2 букву а, найдемъ остатокъ отъ дфлен!я: 
В=а"—а"=0. 
Слфд., разность одинаковыль степеней 9855 количествъ всегда 
‚дБлиТСЯ ‘безъ остатка на разность зервыхь степеней этихъь же 
холичествь. 


Для получен! я частнаго, дополняемъ дфлимое недостаю- 
щими членами: 


2т-- 0. т-1 4-0. те... .0. 22-0. жа”, 


По выведенному выше правилу сокращеннаго дЪлевия, 
первый членъ частнаго равенъ "-*; второй зленъ содер- 
жить 2"-* съ коэф., который найдемъ, если коэф. перваго 
члена умножимъ на а и прибавимъ коэф. второго’ члена 
дълимаго (см. 8 8), слЪл., получаемъ: 


Послфдый членъ частнаго равенъ частному оть раздфле- 
шя послфдняго члена дфлимаго на послфдн!Й членъ дфли- 
теля, т. е. будеть а"`*. Итакъ 


"—а" 


=" 1адт 2-х -ат-4-. 
. ай-ычатаа, 

и. Пусть требуется раздфлить 2"--а”" на 2—а. 

Остатокъ оть дленя будетъ: 

В=а"-а"=2а", 


и слБд. сумма одинаковыхь степеней двужъ количеств никогда 
не дЪлится на разность иервыхь степеней ттехъ же количествь. 


Если составить частное по общему закону, получимъ: 


ат ат 


#—а 


ЕЕ: 


Ш. Раздфлить 2"—а” на я-а. 

Подставивъ въ дфлимое (—а) вмфсто 2, найлемъ оста- 
токъ оть дЪлен!я: 

В=(—а)"—а". 

При т—четномъ этоть остатокъ Вобращается въ нуль, 
при т нечетномъ онъ равенъ (—2а”), 

Итакъ, разность одинаховыхь степеней двуть количествъ ду- 
лится на сумму первыть степеней ттьть же холичествъ только при 
четномъ яоказателъ степени. 

Частное въ этомъ случаЪ составится по предыдущему 
и будетъ: 


=" — ах" ат 8—9", 
ты 
№ Раздфлить 2"-а” на х-а. 
Остатокъ.отъ дБлешя будеть: 
> В=(-а)"--а", 
-и слд. при т—нечетномъ равенъ нулю, а при т четномъ 
равенъ 2а”. 
Итакъ, сумма одинаховыхь степеней двухъ количествъ длится 
на сумму иервыхь степеней ипьхь же количествь только при не- 
четномъ зоказатель степени. 


Частное иметь видъ: 


г а" ада — 


Е с атаат-, 

Заифчаше. Слфдуетъ обратить особое вниман!е на то, что 
только при дфлен!и на разность всЪ члены частнаго имф- 
ютъ знаки плюсь. При дЪлен!и же на сумму знаки чередуются. 


12. ПРИМЪРЫ. 1. Раздьлить 2°-1 на 2-1. 


2. Раздфлить 2°-|-1 на 2*-1. 
Обозначивъ 27=9, =", имфемъ: 
ана 


ту у, ое аа, 


эл 


и: 


з з з 8 
8. а УИ на Ут 


Пусть ры У —и; тогда. и у убив 


= э=т*--т®и-т?я?--пий--т^, а слЪдь 
з 
10. 3 
уретру АНИ 
эл 


4. Раздфлить я на ра 9. 


Пусть ат; Уи; тогда ани, Иа 


ие == т? —т?и-- тип, а сльд. 
} 

т армии. 

ау 


5. Оть какого частнаго случая дЪленйя могло получиться 
выражеше вида 2'*—2-{-2*—47-|-1. 

Пусть 2*=у, тогда данное выражен!е перепишется такъ: 
у\—у'-/—у-. Такъ какъ знаки здфсь чередуются, то по- 
добное частное могло получиться только отъ дфленя на 


сумму (у), а именно у У -у-Н-ЕЧЕЕ. Подставляя 


вмЪсто у его значеше, находимъ: 2'—47-{-2°—2--1= 


6. Найти произведеве многочленовъ: 
аеизуиучуа-и®) . блату ау, 


Обозначая 2*==т и у‘=®, переписываемъ данныя выра- 
жешя такъ: 


(ти-рт--тЧА т). (та— такт? а — таз). 
Или, представляя каждый изъ множителей подъ видомъ 
частнаго оть дфлешя, получимъ: 


тб ов _ тео адом 
т—к т т у‘ 


Е 


Чтобы выполнить послЪднее дфлеше, обозначаемъ 2*=р 
и у’=а. Получаемъ: 
40149 
приеме = 


= ("+ уе) = 
утв -луи--у?. ... . Это и есть искомое 
произведенше данныхъ многочленовъ. 


й 13. ПРИМБРЫ ПРИЛОЖЕНЯ ПРЕДЫДУЩИХЪ ТЕОРЕМЪ 
КЪ РЪШЕНЮ ЗАДАЧЪ. 
. 


1. Опредфлить, при какомъ значени т многочленъ 
бал зат 
раздфлится безъ остатка на 2-2? 


Рюишене. На основаШи $ 1 остатокъ отъ раздфлешя 
даннаго многочлена на двучленъ 2-|-2 будеть 


ВБ. (—2)—2 . (—2)*8 . (—2)-теевб-и, 


Для того, чтобы этотъ остатокъ былъ равенъ нулю, не- 
обходимо и достаточно, чтобы т == —66. 


И. Опредфлить, при какомъ значен!и т многочленъ 
За та—4а--2 
' при дБлеви на 82—28 даетъ въ остаткЪ 52 


Рьшене. Остатокъ отъ длев!я даннаго многочлена на 
32—2 на основаши $ 2 будеть: 


2-33} + "(8 + Фуа. 


Слфд., для опредфлешя т имфемъ уравнеше: 
ее 


—— ==5, откуда "=. 
Ш. а дфлится ли многочлен 
22—13 6 
на произведеше (2--3)(#—2)(2=—1)> 


Ришеще. На основаши $ 5 многочленъ раздфлится на 
данное произведене трехъ множителей, если онъ длится 
порознь на каждаго изъ нихъ. Подставляя въ этоть много- 
членъ (—8) вмЪсто 2, получаемъ: 

2. (Нав. Сео; = 


слфд., на 2-3 онъ длится безъ остатка. ДалЪе 


8. (2-13. (2)--6=0; 
ее ВЫ 1 
з. С) +) 85) +9--0 
Сльд., данный многочленъ дфлится порознь на (#- 3), 
на (7—2) и на (22—1), а потому онъ разлЪлится и на ихъ 


произведеше, причемъ частное отъ этого дфлен1я на осно- 
ванзи $ 6 будетъ равно 2. ‹ 


№. Въ многочлен® 
алой с — 615-30 


опредфлить а, В и с такимъ образомъ, чтобы онъ раздЪ- 
лился на произведеше 


(=—1)@#—2)@—3). 


Рьшене. Для нахожденя чиселъ а, В, с, удовлетворяю- 
щихл, требуемому услов!ю, надо приравнять нулю остатки 
отъ раздБлен!я порознь даннаго многочлена на (2—1), на 
(2—2) и на (2—8). 

(СлЪд., имфемъ слЪдующия уравнен!я: 


В, =а(1)“-+51)з-- (1—6 1. (Т)-Е0= а В в— 31=0. 
В=а(2)“-- 2-6 (261 . (2)--30=16а-- 85-4е— 92=0. 
В,=а(3)“--3)*--(3)*—61 . (3)--30=81а--276--9е—153==0. 
РЬшая полученныя 3 уравнешя съ 3 неизвфстными: 
а-- в е= 31, 
16а-- 865--4с= 92, 
81а--276- 9е=153, 
находимъ 
Я=1; 6=—11; е=4№ 


/.8 


а 


\. Однимъ изъ важнфйшихъь примфненШ вышеизло- 
женныхъ теоремъ является возможность понижешя степени 
уравненя, когда т5мЪ или инымъ способомъ найдены одинъ 
или нфсколько корней его. 


Примеръ. Р-шить кубичное ур-е: 
2 — 6224 524-12 =0, 
зная, что одинъ изъ корней его равенъ (—1). 


На основан!и изложеннаго въ $ 4 заключаемъ, что лфвая 
часть этого ур-я длится на х--1; выполнивъ дЪлеше, 
находимъ въ частномъ 

2? — 12-18, 


Слфдовательно, имфемъ: 
2— бай ба--19= (24-1) (2*—72--12) 0, 


откуда или 2--1=0, что даеть извЪстный уже корень 2, = 
——1, или же 


1—12--18=0, откуда х,=8, 2,=4. 


У. Найти всЪхъ цюлыхть двучленныхь дълителей много- 
члена 2*—42*—172-|-60, если таковые существуютъ. 

Если цфлые двучленные дфлители даннаго многочлена 
существуютъ, то они имфють видъ (ха), причемъ на 
основами © 4 (слфдстые П) результать подстановки 
въ данный многочленъ значеншя (3 а) вм Ъсто х дол- 
женъ равняться нулю. КромЪ того, извфстно, что если“ 
многочленъ дфлится безъ остатка на ха, то низпий членъ 
его (въ данномъ случаф 60) долженъ быть кратнымъ а. 
Но 60 дьлится на 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 
слЪд. искомыми цфлыми двучленными дфлителями въ 
данномъ случаЪ могуть быть только: 


(2+1); (@=2); (@=3);: .... (00), 


а потому посмотримъ, какой изъ дЪлитеёлей числа 60 обра- 
титъ данный многочленъ въ нуль. 


Подставляя вмЪсто 2 единицу, имфемъ: 
Е=1—4—17-60; не =0. 
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Пробуемъ (— 1): 
В=(—1)—4(—1)—17(—1-Е60; не =0. 
Пробуемъ 2: 
В=2'—4. 2'—17. 2-60; не=0. 
Подставляемъ (—2): 
В=(—2)—4. (—2)*—17. (—8)--60; не =0. 
Подставляемъ 3: : 
В=3'—4. 83°—17.3.{-60=0. 
Итакъ, при 2=3, данный многочленъ обращается въ 


нуль, а потому однимъ изъ искомыхъ лвучленныхъ дфли- 
телей будеть 2—8. Раздфливъ на 2—3, получаемъ: 


22—42? 11-60 (2—3) @^—=—20), 


Остается, слЬд. только найти двучленныхъ дфлителей 
трехчлена 
2'—2—20, 


что дфлается очень просто: приравниваемъ его нулю, и 
ваходимъ корни ур4я 


2'—#—20=0; а, =5, т,=—4. 


Слфд., окончательно искомые двучленные дфлители бу- 
эдуть: 

(#—3); (2—5); 2-59. 

Вышеизложенный премъ нахожлен!я лвучленныхЪ дф- 
лителей многочленовъ имЪфеть примфнеше ‘при ршеши 
Ур 1й, степени выше второй, когда для пониженя степени 
уравненя надо подобрать одинъ или н$фсколько корней его. 


13а. ПРИМБРЫ ДЛЯ УПРАЖНЕНИЙ. 
1. Не производя дфленйя, написать частное и остаток 
для каждаго изъ слБлующихъ задан!й: 
а) 321 —228-55—1 на х—1, 2-2, 2%—1, 32-2. 
Ъ) (2—а- Заза а?) : («Е 2а). 
с) 2’ — Ве 56а? — Веза--бе'е— 46° на #— 95. 


\ 


Е 


Отвъты: а) При дЪл. на (#—1) ост. =5, 9, ==За?- аж 6, 

При дЪл. на (2-2): В=53 ; 0, =327—8а7--162—27. 

При дл. на (22—1): В=}}; 9, =} 2—1 еж. 

При дл. ва (82-2): В= —й; о, аи. 

$) Е=—3545; 9, = —3а27-|- бал? —9а*2--18а*. 
с) В=0; 9,—* — сх*- Зе — Зо'е--2с*. 
2. Опредфлить всБхъ цфлыхъ двучленныхь дфлителей 
многочленовъ: 
а) а*—1а--6. Отв. а—1, а-2, а- 3. 
$) 1'—42°—812--70. Отв. 2—8, в--5, в—7. 
с) 2*—2*—2921--92-|-180. Отв. х—3, 2-3, 2-4, 2—5. 
4) а*—а*®—ес-- а) афа—е—са)-Ъка.Отв. а—Ъ, а-|-с,а—4. 

3. Опредфлить № чтобы 42°—6=--й длилось на 2-3. 
Отв. К=90. 

4. Опредфлить а и 6, чтобы 41--а2*-{-6х-|-6 длилось на 
произведеше (2-2) (2-3). Отв. а=6; &=11. 

5. Доказать, что выражене вида 2%*+*--1, при #21, дф- 
лится на 5. 

Решенёе: 2% +2 -|- | = 29% +1.|-1 =42%+1-|-13%+1. Такь какъ 
сумма одинаковыхъ нечетныхъ степеней двухъ количествъ 
дЪлится на сумму ихъ первыхъ степеней, то данное выра- 
жеше дфлится на 4-|-1, т. е. на 5. 

6. Доказать, что выражеше вида 5%^*4--1, при №21, 
дфлится на 626. 

Указане: см. предыдущую задачу. 


ГЛАВА ПИ. 


4. 0 НАХОЖДЕНИИ КВАДРАТНЫХЪ КОРНЕЙ СЪ ТОЧНОСТЬЮ ДО 
ЕДИНИЦЫ ИЗЪ ДАННАГО ЧИСЛА. 


14. Опредфлене. „Два посльдовательныя натуральныя *) числа 
(2) м (2-1), удовлетворяющая неравенствамъ 
(ав: 
*) Т. в. цваыя и положительныя. 
**) Знакъ < читается не больше. 
а» 


= 


‘называются квадратными корнями числа А съ точноетью до еди- 
ницы. Чиело 2 называется корнемз съ недостатком, число же 
(=+-Г)—корнемь съ избыткомь, 

Напр., если 4=85, то.2=5. Если 4=т, то 2=8. Если 

=}, то #=0 ит. д. 

Изъ этого опредфлен!я слЪдуетъ: 

Корень квадратный изъ числа А, съ точностью д0 единицы 
по недостатку, есть наибольшее цьлое число, квадрать котораго 
не превышаеть А. 

Корень квадратный изъ числа А, съ точностью 00 единицы 
по избытку, есть наименьшее цьлое число, квадратъ котораю 
превышаетъ А. 


15. ТЕОРЕМА |. Корень квадратный, съ точностью до единицы, изъ 
числа нецфлаго равенъ корню квадратному, съ точностью до единицы, 
изъ его цфлой части. 

‚Доказательство, Пусть № будетъ число нецфлое, равное 
А-а, гдЪ А—число цфлое и а правильная дробь; пусть (2) 
и (2-1) будутъ значеня УХ съ точностью до единицы съ 
недостаткомъ и избыткомъ. 


Тогда по опредфленю $ 14 имфемъ: 
22 < А-а (=--1) *), или 


о 
еее ПР А 
Изъ (1) имфемъ: 
(А—аа)-а>0. 


Здфсь (А--я”), разность двухъ ифлыхъ чиселъ, есть число 
цтлое, а—правильная дробь; слЪл., знакъ суммы (А—=*)-а 
зависитъ оть знака слагаемаго (А—2”), а потому для воз- 
можности существован я такого неравенства разность (А—2”) 
не можеть быть отрицательной, такъ что непремфнно 


4А—2*>0, или 2'<А....... . (3). 


*) Равенство 2*=М№ въ этомъ случа, очевидно, невозможно, такъ какъ 
квадратъ цфлаго чиела х не можетъ равняться нецфлому числу М. 


жи 


и 


Изъ (2) имфемъ, что если 


А-а (#1, 
гдф а—положительное число, то и подавно 
} АЕ... а). 
Соединяя полученныя неравенства (3) и (4), имфемъ: 
2 А<(=-Н1), 


а это и доказываеть, что 2 есть корень квапратный, съ 
точностью до единицы, изъ числа А, т.е, изъ цфлой части 
числа №, что и тр. док. 


16. ТЕОРЕМА И. Если данное число превышаеть 100, то число 
десятков его корня равно корню нвадратному, съ точностью до еди- 
ницы по недостатку, изъ числа его сотенъ. 


„Доказательство. Всякое число №, превышающее 100, мо- 
жетъ быть представлено въ видЪ 


1004--108-(, 


гдЪ А—число сотенъ, В и О значешя цыфръ десятковъ и еди- 
ницъ числа № Напр., если №=35972, то 


число сотенъ А==359, 
цыфра десятковъ В= 7, 
цыфра единицъ (= 8. 

Пусть квадратный корень изъ числа № будетъ 102-+у, 
гдф х— число десятковъ, у—цыфра единицъ. Тогда, на осно- 
ващи опредфлешя квадратнаго корня, съ точностью до 
единицы, имфемъ: 

(102-Ну< № (10з-ну--1)*. 
Если (10=у)<М, то и подавно 
100<0*)......... . (1). 


*) Бели выЪсто (102 --- у)’ мы пишемъ только 100=?, то есть отбравы- 
ваемъ члены 202у--у, то неравенство оть этого усиливается; равенство 


же, если оно имфло мЪсто, вообще, нарушается и обращается въ нера- 
венство за исключешемъ того частнаго случая, когда у—0. 


— 28 — 


Также, если (102--у--1)>> №, то, очевидно, неравенство не 
нарушится, если вмЪсто (у--1) мы подставимъ число 10, 
во всякомъ случаЪ не меньшее чфмъ (у--1) *), т. е. 


(102--10)>М№, или 100(=--1)>М..... (2). 
Изъ (1) и (2) имБемъ: 
1002 №<100(2- 1), 
или, подставляя вмфсто № его значене: 
10022<1004--108--6<100(#--1, 
откуда, раздливъ на 100: 


ака С ен. 


Но во есть правильная дробь, и слфд., по предыдущей 


теоремЪ ($ 15) не можеть имфть вмявйя на величину =. 


Итакъ, 
<=)", 
что и доказываеть предложенную теорему. 


17. Для получешя числа десятковъ, заключенныхъ въ 
квадратномъ корнЪф, нужно, какъ только что доказано, 
взять число сотенъ даннаго числа и извлечь, съ точностью 
до единицы по недостатку, квадратный корень изъ полу- 
ченнаго результата. Если данное число есть число цфлое, 
то для получешя числа его сотенъ, достаточно отбросить 
двЪ послфдея цыфры справа. Поэтому можно дать правило: 

Число десятковъ, заключенныхь въ квадратномь корнтъь цтлаго 
числа М, есть квадратный корень, съ точностью д0 единицы по 
‘недостатку, изъ числа М№М,, полученнаго посль отбрасывашя 
Эвузь послюднить цыфръ числа М. 

Это же правило можно приложить и къ корню изъ числа 
№,: число десятковъ, заключенныхъ въ немъ, получится, если 
мы извлечемъ, съ точностью до единицы по недостатку, 


*) Неравенство это останется безъ перемвны при у и усилится 
пра всякомъ другомъ значеши у отъ 0 до 8. 


< 3% 
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квадратный корень изъ числа №, полученнаго послЪ отбра- 
сывашя двухъ посл5днихъ цыфръ числа №,. Очевидно, что 
число десятковъ, заключенныхъ въ УМ,, равно числу со- 
тенъ, заключенныхь въ УМ, а потому можно сказать: 

Число сотенъ, заключенныхь въ квадратномь хорнъ цтълазо 
числа №, есть квадратный корень, съ точностью 90 единицы по 
недостатку, изъ числа №,, полученназо посль отбрасыванёя че- 
тырель послюднихь цыфръ въ чиель М. 

Подобное же правило можно вывести и для числа ты- 
сячъ, десятковъ тысячъ ... и т. д., заключенныхъ въ квал- 
ратномъ корнф цфлаго числа №. 

На этомъ основано разбизамёе числа на грани отъ правой 
руки къ лфвой, по 2 цыфры въ каждой грани. 

Напр, для извлеченя корня квадратнаго изъ числа 
7235971 разсуждаемъ такъ: 

Число десятковъ, заключающихся въ искомомъ корнЪ, 
равно корню квадратному изъ числа его сотенъ, т. е. изъ 

72359. 


Число сотенъ равно корню изъ 723. 
Число тысячъ равно корню изъ 7. 
Итакъ, данное число разбилось на грани: 


7123 | 59 | 71. 


18. ТЕОРЕМА Ш. Вычтя изъ даннаго числа квадрать десятновъ 
его корня и раздфливъ десятки остатка на удвоенное число десят- 
ковъ корня, получииъ въ частномъ число, цфлая часть котораго больше 
цыфры единицъ корня, или равна ей. 


„Доказательство. Пусть, какъ прежде, 
: №=1004+108--С 


и корень квадратный, съ точностью до единицы по нело- 
статку, изъ числа № равняется 10=--у. 


Тогда имфемъ: 
1)... (102455. .и@).. . Маю, 
Изъ (1) пишемъ: 
10027--20ху--9у°<10044-108-- 0 


ах 


Если въ лЬвой’ части неравенства отбросимъ у*, то не- 
равенство оть этого вообще усилится, а равенство, если 
оно имфло мфсто, обратится въ неравенство *), и слЪд., 
вообще, получаемъ: 


1002%-{-202у<1004-+108--0. 
Такъ какъ правая часть больше лЪвой, то 
100(4—?)--10(В—2ау)--С>0, 
или вынося 10 въ первыхъ двухъ слагаемыхъ за скобку: 


194—278 — 22) |+0>0 росс 29 (3). 


Теперь лфвая часть неравенства представлена подъ ви- 
домъ двухъ слагаемыхъ, изъ коихъ 0, какъ цыфра единицъ, 
не больше 9. Если бы величина, находящаяся въ прямыхъ 
скобкахъ, оказалась отрицательной, то отъ умножен!я ея на 
впереди стоящую десятку получилось бы отрицательное 
число десятков. Оть прибавлешя къ этому отрицатель- 
ному числу цыфры С, меньшей 10, знакъ суммы не изм$- 
нился бы на положительный, и слфд. вся лфвая часть ока- 
залась бы отрицательной, т. е., неравенство (3) не было бы 
соблюдено. Такимъ образомъ, ясно, что для сохраненя не- 
равенства (3) величина, стоящая въ прямыхъ скобкахъ, 
должна быть или положительной или можеть въ крайнемъ 
случаЪ равняться нулю, т. е. имфемъ: 


10(4—22)-- В-2ху>0, или 
(А-В, 


ат „ке, 


что и доказываеть предложенную теорему, такъ’какъ 
(А—з7)10-ЕВ есть, очевидно, **) число десятковъ, содержа- 


*) За исключешемъ того частнаго случая, когда у==0, такъ какъ при 
этомъ услов!и отбрасываве у не производить никакого изм®нен!я въ 
написанномъ выражении, 

**) Въ самомъ дЪлЪ, данное число равно 1004 -{- 108-{-С, квадратный 
корень изъ него 10=--у. Вычитая изъ даннаго числа квадрать найден- 
ныхъ десятковъ корня, т. е. 10027, получаемъ остатокъ 100(.4—#*)-|-10В-|-С. 
Здъсь С представляеть цыфру единицъ, а число десятковъ этого остатка, 
очевидно, равно 10(А—2*)-{- В. 


45 


щихся въ остаткф оть вычитан!я изъ даннаго числа № 
квадрата найденныхъ десятковъ его корня. 


19. Выведемъ теперь общей способъ извлечешя квадратнаго 
корня, съ точностью до единицы, изъ даннаго числа. При этомъ 
на основаши теоремы Т (\} 15} достаточно ограничиться 
нахожденемъ квадратнаго корня изъ цвлыхь чиселъ. 

Для большей ясности и послфдовательности изложешя 
подраздфлимъ теор!ю этого дЪйствя на три случая. 


20. Первый случай: данное число не больше 100. Въ этомъ 
случаЪ находять искомый корень непосредственно на осно- 
ванНи опредфленя $ 14 при помощи таблицы квадратовъ 
чиселъ оть нуля до десяти. 

Чиела: 0; 1; 3228:-4 © 9 в: 

Квадраты: 0; 1; 4; 9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100. 

Примтры. Вычислить съ точностью до единицы квадрат- 
ные корни изъ чиселъ а) 73; 5) 18#; с) 0,576. 

а) 8*<73<9", и сльд. (УЗ), =8 съ нед. или 9 съ изб. 

5) 41<18<5*, и слёд., (18), =*) (/18);—4 съ нед, или 

5 съ избыт. т с 
©) 0*=0<1*, и сльл., (70,516), =(У6),=0 съ нед. или 
1 съ избыт. 


21. Второй случай: данное число больше 100, но меньше 10000. 


Положимъ, требуется извлечь квадратный корень изъ 
числа 7889. 


Такъ какъ 7889 больше, 100 то корень его содержитъ 
десятки и единицы. Пусть число десятковъ будеть 2, а 
цыфра единицъ у. Тогда согласно опредъленю $ 14 имфемъ: 

(105-7889 (лож-у--1 


Мы будемъ искать только недостаточное значеше корня; 
избыточное же значене получимъ, прибавивъ единицу къ 
найденному результату. 


Если число 7889 есть полный кваДратъ, то 
(102-у=7889, 


*) На основан! теоремы $ 16. 
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въ противпомъ же случаЪ 


(102-у)< 7889. 


Обозначимъ разность 7889—(10#-Ну)* =; тогда В будетъ 
называться остаткомь отъ извлеченая квадр. корня; если 7889 
есть полный квадратъ, то, очевидно, В=0. 

Для нахожденя числа десятковъ корня, т. е.=, надо по 
теорем П ($ 16) найти съ точностью до 1 мо недостатку 
квадр. корень изъ сотенъ даннаго числа, т. е. изъ 78. Такъ 
какъ 78<100, то корень этотъ находится согласно 6 20, и 
недостаточное значеше его будетъ равно 8. Итакъ, 2=8. 

Для нахождешя цыфры единицъ, согласно теорем$ Ш 
($ 18), вычитаемъ изъ 7889 квадратъ найденныхъ десятковъ 
(т. е. 64 сотни): 


7889 
— 6400 


1489 


и длимъ десятки полученнаго остатка (т. е. 148) на удвоен- 
ные десятки корня (т. е. на 16). ЦФлая часть частнаго отъ 
этого дфлен1я, 9, будеть или равна цыфрЪ единицъ у, или 
же будеть больше ея ($ 18). Итакъ, 


у<9. 


Чтобы опредФлить, будетъ ли у равно 9, или меньше 9, 
надо полученное предполагаемое значене корня, т. е. 89, 
возвысить въ квадратъ и вычесть изъ даннаго числа 7889; 
если 89*<7889, то цыфра 9 будеть искомая; въ против- 
номъ случаЪ придется ее уменьшить на 1, т. е. испробо- 
вать 88; если и это окажется много, то 87, 86 ит. д. Но 


89°—(80-|-9)*—80?-{-2.80.9-{9°. 


Изъ даннаго числа 7889 мы уже вычли 80° и въ остаткЪ 
нашли 1489; слфд. остается только изъ этого остатка вы- 
честь (2.80.9-|-9*). Преобразуемъ это выражение такъ: 


2.80.9--9°—(2.80--9).9—169.9, 


откуда заключаемъ, что число. которое надо вычесть изъ 
перваго остатка, составляется сокращенно ири помощи та- 


ВЕ 


кого пр!ема: надо ‘удвоить найденную цыфру десятковъ (что 
даетъ 16) м къ полученному числу приписать справа испытуе- 
мую цыфру единиць (что даеть 169); составленное такимъ 
образомь число умножають на эту же испытуемую цыфру 
(т. е. на 9). 

Такъ какъ 169.9=1521, т. е. больше остатка (1489), то 
заключаемъ, что цыфра 9 не годится. Пробуемъ такимъ 
же образомъ 8: 

(2.80-{-8).8=168.8=1844, 


т. е. меньше перваго остатка, и слфд., 8 есть искомая цыфра 
единицъ корня: у=8. 

Итакъ, недостаточное значеше (7889), = 88, причемъ 
остатокъ отъ извлеченшя 


В—=1489—1344—145. 


Избыточное значеше корня равно, очевидно, 89. 
ДДЪйстве располагается обыкновенно такъ: 


У ава = 


168 14879 т 
8 11344 
145 
Изъ вышеизложеннаго выводится извЪстное правило для 
вычисленая двузначнаго корня: 
Дъфлимъ число на грани по двЪ цыфры въ каждой. .. 
ит. д См. напр. Алгебру Киселева $ 153. 


22. Третй случай: данное число больше 10000. 

Положимъ, требуется извлечь квадр. корень изъ 328156. 

Такъ какъ число это больше 100, то по теоремЪ И ($ 16) 
заключаемъ, что для нахождешя десятковъ его корня надо 
извлечь, съ точн. до 1 по недостатку, корень квадр. изъ 
числа его сотенъ, т. е. изъ 3281. Такъ какъ 828110000, то 
поступаемъ по предыдущему ($ 21): 


ты = 
107 С т 
-Т 1749 


32 


= 98 — 


и находим искомое недостаточное значене 57 и остатокъ 
оть извлеченя, равный 32. 
Итакъ, число десятковъ корня квадр. изъ 328156 равно 57. 
Для нахождешя цыфры единйцъ надо по теорем Ш 
{$ 18) сперва опредфлить остатокъ отъ вычитан!я изъ лан- 


наго числа квадрата его десятковъ. Этотъ остатокъ, оче- 
видно, будетъ 


32 сотни--56=3256, 


такъ какъ 32 есть остатокъ отъ извлеченя корня изъ 60- 
тень даннаго числа, т. е. изъ 3281. Десятки этого остатка 
(325) надо раздфлить на удвоенные десятки корня (114; 
цфлая часть частнаго отъ этого дфлешя (2) будеть или” 
равна цыфрЪ единицъ корня, или больше ея. Чтобы испы- 


тать найденную цыфру 2 надо, какъ въ $21, вычесть изъ 
остатка 3256 число 


(2. 570-92). 2=1142 . 29084. 


Такъ какъ 2284<3256, то цыфра 2 годится. 

При производствЪ самого дЪйстыя извлеченя корня, 
очевидно, нЪтъ надобности выдфблять въ особую графу 
нахождеше квадр. корня изъ сотенъ даннаго числа, такъ 
что все дЪйстве располагается обыкновенно такъ: 


У 32`81`56=5172 
55 
207 | 781 
7 |149. 
1142 |325 
-в [2284 
972. 


Остатокъ оть извлечен!я корня В=973. 

Изъ этого вытекаеть общеизвфстное правило для вы- 
числен!я квадр. корня, съ точностью до 1, изъ какого 
угодно числа. 


22а. Признаки неточныхъ квадратов. Во многихъ случаяхъ 
бываетъ возможно, не производя самого дЪйствя извле- 
чен!я квадр. корня изъ цфлыхъ чиселъ, опредФлить, что 


=89 — 


таковое дЪйстйе точно произвести невозможно, т. е, что 
данное число не представляетъ собой полнаго квадрата. Это 
основано на знаши слфдующихь легко доказываемыхъ 
признаков, 

1. Квадрать всякаго цфлаго числа оканчивается той же 
цыфрой, какъ квадрать его единицъ. Просматривая таб- 
лицу квадратовъ первыхъ чиселъ на стр. 25 (6`20), за- 
мЪчаемъ, что квадраты всфхъ ихъ оканчиваются только 
лишь сл$дующими цыфрами: 

0, 1, 4,5, 6,9. 

Отсюда выводимъ первый признакъ: 

Всякое число, оканчивающееся на 9, или на 3, или на 7, или 
на 8 не можеть быть точнымь квадратомь. 

Таковы, напр., числа 78253; 2917; 34518 ит. д. 

2. Если какое нибудь число оканчивается однимъ ну- 
лемъ, то квадрать его оканчивается двумя нулями; если 
число оканчивается двумя нулями, то квадрать его— 
четыремя нулями ит. д. Вообще, полный квадратъ можеть 
оканчиваться только четнымь числомь нулей. 

Это даеть второй признакъ: 

Всякое число, оканчивающееся однимь, тремя, пятью и 
вообще нечетным числомъь нулей, не можеть быть точнымь 
квадратом. 

3. Если данное число четное, т. е. имфеть видъ 2и, то 
квадрать его будетъ 4", т. е. дълится на 4. 

Если число дфлится на 8, т. е. имфеть видъ 8т, то 
квадратъ его будеть 9т*, т. е. длится на 9. 

Если числа дфлятся на 5, на Тит. д., то квадраты ихЪ 
должны длиться на 25, на 49 и т. д. 

Слфд. имфемъ трепйй признак: 

Если чивло дълится на 2, но не дълится на 4, то оно не 
можеть быть точнымъ квадратомъ. 

Если число дълится на 8, но не дюлится на 9, то оно че 
можеть быть точнымь квадратомъ.. И вообще, если чиело 
дълится на простого дълителя р, но ме дълится на р?, ано оно не 
‘можеть быть точнымь квадратом. 

Таковы, напр., числа 95726 (четное число, не д5лящееся 
на 4); 52971 (сумма цыфръ 24, т, е. число, дфлясь на 3, не 
дфлится на 9) ит. д. 


ба 
я 


> дла лай -\® 


5:80: = 


4. Цыфрой 5 можеть оканчиваться только квалдрать 
числа, послЬдняя цыфра котораго тоже 5. Но нетрудно 
показать, что если какое нибудь число оканчивается на 5, 
то квадратъ его непремфнно оканчивается на 25. Въ самомъ 
ДЪлЪ, обийй вилъ числа, у котораго цыфра единицъ 5, 
будеть 104-45, гдЪ а—число десятковъ. Квадратъ этого 
числа выразится такъ: 


(10-5)! = 10082 + 1004 -- 25 == 100а(а-+-1) 35 *). 


Такъ какъ произведеше 100а(а-|-1) оканчивается двумя 
нулями, то, очевидно, что сумма 100а(а--1)--25 оканчи- 
вается на 25. 

Изъ вышеизложеннаго вытекаетъ четвертый признак: 

Если в какомъ нибудь числь цыфра единиць равна 5, но 
цыфра десятковь не равна 2, то это число не можеть быть 
точнымь квадратомъ. 


5. Пусть 2я--1 будетъ какое нибудь нечетное число; квадратъ 
‘его выразится формулой 4п*-{-4п-|-1; если отъ этого квадрата отнять 
1, то получится 4и--4п или 4и(п-|-1). Посльднее выражеше непре- 
м$нно длится на 8, такъ какъ содержитъь множителемъ 4 и, кром® 
того, изъ двухъ послЪдовалельныхъ налуральныхъ чиселъ ® и п-|-1 
одно непремфнно четное. Это даетъ возможность установить дятый 
признакъ: 

Если по отнятфи единицы отъ нечетнаго числа получаем раз- 
ность, не дълящуюся на 8, то такое число не моэкетъ бызть’ точ 
нымъ квадратомъ. 

Примфръ 17381 —1=17380 .%. . . не двлитея на 8, а потому 
17381 не есть точный квадратъ. 


Можно вывести еще нЪфсколько подобныхъ же призна- 
ковъ, но ограничимся только вышеизложенными, какъ 
болфе удобными для практическаго примфнен!я. 

Слфдуетъ при этомъ имфть въ виду, что всБ эти при- 
знаки дають услошя только лишь зеоблодимыя, но отнюдь 


НЕ достаточныя. Другими словами, если какое нибудь число 


*) Формула (10а--5)=100а(а--1)-{-25 дает, между прочимъ, возмож 
ность очень легкаго возвышешя въ квадратъ чиселъ, оканчивающихся тл- 
теркой. Для этого достаточно чмело десятковь умножить на число единицей: 
‘большее и къ полученному произведемю приписать 25. Напр., 35%—3,4 сотни-+ 
25—12 сотенъ--26=1225. Также 85*—=8.9 сотенъ--25=72 сотни--25==7225, 
Также 116*—11.12 сотенъ--25=—182 сотни--25=13225 и т. д. 


РЕ 


не отвЪчаеть требованю хоть одного изъ этихъ призна- 
ковъ, то оно уже не можетъ быть точнымъ квалратомъ; 
но изъ того, что какое нибудь число не противорфчить 
признакамъ, ни въ какомъ случаЪ нельзя еще утверждать, 
что оно представляеть полный квадрать, а убфдиться въ 
этомъ можно только лишь при помощи непосредственнаго 
дЪйствя извлечения корня. 


|. ВЫЧИСЛЕНЕ КВАДРАТНЫХЪ КОРНЕЙ СЪ ДАННОЙ СТЕПЕНЬЮ 
точности. 


23. Опредфлене. „Даъ дроби = и а, Удовлетворяющёя не- 


равенствамъ: 
(5}<4<(#). 


называются квадратными корнями числа А, съ точностью д0 
До 2 называется корнемъ съ точностью д0 в съ не- 


достаткомъ, дробь ЭН съ избыткомъ. 
Изъ этого ыы слфдуеть: 


Евадратнымь корнемъ чиела А съ точностью до то ме- 


достатку, называется наибольшее число, кратное >, квадрать 
котораго не больше А. 

Евадратнымь корнемь числа А, съ точностью д0 > по из- 
бытку, называется наименьшее число, кратное -& ‚ жвадрать ко- 
‘тораго больше А. 


24. Итакъ, на основаши опредъления $ 23, вычислене 
корня квадратнаго съ точностью до -- сводится къ нахо- 
жденю чиселъ & и № удовлетворяющихъ условю 


(еда. 


Умножая всф части этого неравенства на положитель- 
ную величину #*, получаемъ: 


ата), 


98а — 


а это на основан $ 14 показываетъ, что числа # и 2-1 
суть не что. иное, какъ корни квадратные изъ числа Ая? 
съ точностью до единицы, Итакъ, можно дать слфдующее 
правило; 

Для того, чтобы извлечь квадратный корень изъ числа А съ 

1 

точность д0 к надо ‘извлечь, съ точностью 80 единицы, ква- 
дратный корень изъ числа Ап? и полученный результать умно- 
жить на степень точности (>. е. на ъ). 


Если условимся изображать корень квадратный изъ чи- 


я 1 
сла А, съ точностью до яз СИМВОЛОМ 
(ИЯ). 
2 
а корень квадратный, съ точностью до единицы, символомъ 


(уд), 


то можемъ написать такое равенство: 
1 а 
(Ид): =я . (Ид). 
* 


25. ПРИМЪРЫ, 1. Извлечь корень квадратный изъ 3, съ 
точностью до 0,01. 

Въ этомъ случаЪ и=100; слЪлов., согласно предыдущему 
правилу, надо извлечь съ точностью до единицы корень изъ 


ЗХ 1001, 


что дасть 173 по недостатку и 174 по избытку, и полу- 
ченный результатъ умножить на 0,01. 

СлЪд. 1,73 представляеть недостаточное значене иско- 
маго корня, а 1,74—избыточное. 

й. Извлечь корень изъ 53, съ точностью до }- 

Въ этомъ случаф п==5, слфдов. надо извлечь съ точ- 
ностью до единицы корень изъ числа 5}Ж25 = 2 = 132}. 

Ча основан и $ 15 имфемъ; 


`(И1339, = (/183), = И по нед. и 12 по изб. 


— 88 — 


Сльл. ИЗ, съ точностью до $, будетъ % по недостатку и 12 
по избытку: 
Ш. Извлечь квадратный корень изъ числа 17}, съ точ- 


ностью до 57" 
Въ этомъ случа „=ту» слЬдь ны ы, Опредьллемь 


квадр. корень, съ точностью до единицы, изъ числа 
за р 
ха = 536}. 


Но на основаши $ 15 мы знаемъ, что 


(536), =( 536), = 23 по недост. и 24 по избытку; слЪдов., 
46 48 
ип 
будутъ искомыя значения. 
1\. Извлечь корень квадратный изъ числа 13,2, съ точ- 


1 3 
Въ этомъ случав =; 


351 47652 


ах = =5. 


Но на основаши $ 15 


(529%). =(И529), =23 по нед. и 24 по изб 


Ги 
Сльдь о ит ‚КЕ 9 будуть искомыя значеня. 


у. . съ точностью до { выражеше ЗУ. 
Слъдуетъ обратить внимаше на то обстоятельство, что въ 
тьхъ случаяхъ, когда впереди корня стоить нфкоторый 
множитель, для полученя заданной точности необходимо 
предварительно внести его подь знакъ радикала. Въ самомъ 
ДЪЛЬ, если мы этого не слфлаемъ и вычислимъ съ точ- 
ностью до & тольколишь У ПЗ, то, умножая найденное зна- 
чеше на коэффишенть 3, мы умножимъ на 3 также и 
ошибку, а потому сможемъ ручаться за точность вычисле- 
н1я только лишь въ 3. й, т. е. въ $. 

'П. Шмулевичь. „Дополи. къ АлгебрЬ", з 


Итакъ, имфемъ: 


вуии, = (уз. 9, —- (у:.98),=А(Уз1.9лт)= 
=&(У3069), = т 


У. Вычислить съ точностью до 01 выражен!е Ув Е 
Прежде всего уничтожаемт, ирращональность въ зна- 
менателЬ дроби: 


1 У26—5 
26-5 — (/26-5)(У26—5) 
Теперь находимъ значен!е корня изъ_26 съ точностью 
до 0,1: 
(У26)„=0,1.(/2610*),=0,1.(/ 9600), =5 съ нед. и 5.1 съ изб. 


Поэтому данная дробь равна 0 съ нед. и 0,1 съ изб. 
Еще нЪфсколько примфровъ для упражнений: 
Извлечь квадратные корни изъ слфдующихъ чиселъ съ 
даннымъ приближешемъ: 
АЕ 12 16 
(у А: Отв. 53 ПО нед; 53 по изб. 
Вычислить (=) 


Вычислить (Уз) И Отв. 0,66 по нед. и 0,69 по изб. 
ю 


—10 съ нед., или *}1 съ изб. 


=у26—5. 


К Отв. 0,556 по нед, и 0,557 по изб. 


1 
Вычислить (=) Отв. 4,23 съ нед. и 4,24 съ изб. 


210,01 


Вычислить (‹ Ут) от. 4 съ нед. и 5 съ изб, 


11. 0 КОРНЯХЪ СТЕПЕНИ » ИЗЪ ПОЛОЖИТЕЛЬНАГО ЧИСЛА 44. 
26. Опредфлеще. „Дза последовательныя натуральныя числа 
(2) и (&-ЕП), удовлетворяющея неравенствамъ: 
"А+ 1), 


‘называются корнями г—0в0й степени изъ числа А, съ точ- 
‘ностью до единицы. 


Аа ЛЬ 4 


Число 2 называется корнемъ съ недостаткомъ, число 
(=) —корнемъ съ избыткомъ. 

Изъ этого опредфлендя слЪдуетъ: 

Корень степени т из5 числа А, съ точностью 00 единицы, 
65 недостаткомь, есть наибольшее цтлое число, "—овая степень 
хотораго не больше А. 

Корень степени 7 изъ числа А, съ точностью до единицы, 
6» избыткомь, есть наименьшее целое число, х—овая степень 
хотораго больше А. 

Условимся обозначать корень ”—овой степени изъ 
числа А, съ точностью до единицы, символомъ 


(=), 


26а. Слфдуеть замфтить, что сдфланное въ предыду- 
щемъ параграфЪ опредфлен!е даетъ возможность находить 
корни какой угодно степени, съ точностью до единицы, 
при помощи самыхъ элементарныхъ, хотя и очень кропот- 
ливыхъ вычисленй. Процессъ дЪйстый виденъ на слфдую- 
щихъ примфрахъ. 

1. Вычислить съ точностью до 1 корень пятой степени 
изъ 18982. 

Беремъ рядъ натуральныхъ чиселъ, начиная съ 0, и воз- 
вышаемъ ихъ послфдовательно въ пятыя степени. 


Получаемъ: 
0°—0; 1°=1; 2589; 35043; 451024; 558125; 6°=7776; 
75=16807; 8°—39768..... 
`Такъ какъ 7°<18932<8°, то согласно опредфленя $ 96, 
заключаемъ, что 7 представляетъ недостаточное, а 8 избы- 
точное значеше корня. ‹ 
|. Вычислить съ точностью до 1 корень седьмой степени 
изъ 8516. 


Беремъ рядъ натуральныхъ чиселъ,начиная съ 0; и воз- 
вышаемъ ихъ послфдовательно въ седьмыя степени. 


Получаемъ: 
0°=0; 171; 2'=128; 37=2187; 4"—16384. 


786: — 


Такь какъ 37<8516< 4”, то 3 представляетъ недостаточ- 
ное, а 4—избыточное значене искомаго корня: 


И. Вычислить съ точностью до ! корень 249-й степени 
изъ 0,18356981. 


Такъ какь 07°<0,18356981< 1”, то искомыя значешя 
будуты: 0 съ нед. и Г съ изб. 


1\. Вычислить съ точностью до 1 корень 70-Й степени 
изъ 9843598738. 


Такъ какъ 1"°< 98435987382” *), то искомыл значеня 
будутъ, очевидно, 1 съ нед. и 2 съ изб. 


27. ТЕОРЕМА. Корень х— овой степени, съ точностью до единицы, 
изъ числа нецфлаго равенъ корню х—овой степени, съ точностью до 
единицы, изъ его цфлой части. 


Т. е„, если М=А-а, гдь А—цфлое число и < «< 1, то 


(73).- (=); 


Доказательство этой теоремы совершенно одинаково 
съ аналогичной теоремой о квадратномъ корнЪ (см. 6 15). 


28. Опредфлене, „Де дроби =, им ее ‚ Удовлетворяющёя не- 
равенствамь: $ 
2 #--1\" 
(5) <<), 


называются корнями х-овой степени числа А, съ точностью 
д0 —. 
в 


Е 
Д обь — представляеть корень съ недостаткомъ, дробь 
п 


га 
= съ избыткомъ. 
Изъ этого опредфлен!я слфлуетъ: 
Корнемь т-овой степени числа А, съ точностью дот, 65 недо- 


*) Величина выражен!я 2" выражается числомъ, пишущимся двадиатью 
двумя цыфрами. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 2=2'; логариемируемъ: 092= 
=701092—70.0,30108—91,07210. Такимъ образомъ характеристика 1092 равиа 
21, т. е. чнело 2 пишется двадцатью двумя цыфрами. 


а 


статкомь, называется наибольшае число, кратное дроби 1, 7-озая 
степень котораю не больше А. 


Корнемъ т-овой степени числа А, съ точностью д0 а, съ из- 


быткомь, называется наименьшее число, кратное * 


т 7”. овая сте- 
пень котораго больше А. 


Условимся обозначать корень х-овой степени изъ чи- 
сла А съ точностью до + символомъ: 


29. На основаши предыдущаго опрелълешя, нахождеше 
корня 7-овой степени изъ числа А сводится къ вычисленю 
чиселъ (2) и (=--1), удовлетворяющихъ неравенствамъ: 


7 г г 
Е &--1 
ва. 
(=) <4<\-—, 
Умножая всф члены этого неравенства па и”, имфемъ: 


А .т<(=-Н1", 


а это показываетъ ($ 26), что числа х и 2-НТ суть ие что 
иное, какт. корни х-овой степени, съ точностью до еди- 
ф ницы, изъ числа А. ”". 


Итакь, мы имфемъ правило: 
Для того, чтобы найти корень т-овой степени изъ числа А 


у 
съ точностью д0 с ‘надо извлечь съ точностью ‘90 единицы ко- 
рень 7-овой степени изъ числа А." и полученный результать 


1 
умножить на степень точности (. а -)* 


Алгебраически это правило выразится слфдующей фор- 
мулой: 
и 1 ‚ри 
( у], : (7 ) 
Г 


30. Примфры. Найти значее корня пятой степени изъ 
8'/з съ точностью до $. 


жа 
1 == 88: — 


На основани предылущаго имфемт: 
СВ, 2 В > р Би 
(7=).-* (Уха (/=)- 
РЕ С 
= ув) у 385) 
Принимая во внимаше, что 3°=243 и 4°—1024, такъ что 


35<325<4°, 
можемъ написать: 


те > 
(у 395) 8 съ недостаткомъ, или. 4 съ избыткомъ, 
а слд., 


ут = (иж. Ре съ не, 8. съ избыткомъ 
5 8 НЯ р 


2. Найти (Из) 
Имфемъ согласно предыдущему: 
ИА 1 8 1 8 
(=) ' ( увахи) = , [6 14,12 
Такъ какъ 18=1; 2°=64, т. е. 
<<“, 


в 
о Ув) по недостатку и 1 по избытку. 


УЗ, 


з 
3 Найти ( 


Имфемъ согласно предыдущему: 
з з 
7 2 Е 5. 508537 
(УЗ) ат ГИ т (у ря 192 м 
20 
Эт 


Е овйь ) — т я [88), ==> по недост. и = 


по вы 


= 80 


Еще нЪсколько примфровъ для упражнешй. 


з 
4. Вычислить (Уз, Отв. $ съ нед. и 4 =3 съ изб. 
5 
5. и: (узы), Отв. 15 съ нед. и 1} съ изб. 
37. 
6. 5 584297 Отв. 1 съ нед. и 2 съ изб. 
‚| Фо 
С 5 /0,19879345642 Отв. 0 съ нед. и 1 съ изб. 
ото 
3594271 
8. горы. Оо: 0. 1 . 
” у 194560487 съ нед. и 1 съ изб. 


31. ТЕОРЕМА. Если цфлое число А не иифетъ цфлаго корня > — овой 
степени, то оно не имфетъ и дробнаго. 

„Доказательство. Допустимъ обратное, т. е. предположим, 
что существуеть такая несократимая дробь 5, ”-овая сте- 
пень которой равна А. Допущене это даеть: 


($)-я-^ 


В а 
что, очевидно, невозможно, такъ какъ, если дробь нео 
Ра 
кратима, тои дробь у тоже несократима 3 а потому не 


можеть равняться цфлому числу А. 


ГЛАВА Ш. 
ОСНОВАНИЯ УЧЕНЯ О ПРЕДЪЛАХЪ. 


32. При рьшен!и различныхъ математическихь вопро- 
совъ намъ приходится имфть дЪло съ двумя видами вели- 
чинЪъ: съ постоянными и съ перемвнными. 

- Величинами яостоянными называются такя, которыя въ 
данномъ вопросф не могуть измфнять своей величины, 
т. е, должны сохранять одно и то-же значене. 

Таковы, напр.: сумма вн-шнихъ угловъ многоугольника, 
отношенше окружности кЪ дламетру, величина прямого угла, 


*) См. «Курсъ теорет. Ариеметики» $ 91. 
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ламетръ данной окружности, сумма внутреннихъ угловъ 
даннаго многоугольника .. . ит. под. 

Величинами перемюнными называются так!я, которыя не 
имфють одной строго опредфленной величины, и могутъ, 
не нарушая усломй вопроса, измфняться въ болфе или 
менфе широкихъ границахъ. Таковы, напр.: каждый изъ 
угловъ треугольника, длина хорды въ данномъ кругЪ, пе- 
риметръ вписаннаго и описаннаго многоугольника и Т. д. 


33. Для выяснен!я понят!я о предфлЪ, намъ необходимо 
ознакомиться съ особаго рода перемфнными величинами, 
такъ называемыми безконечно малыми. 

Безнонечно малыми мы будемь называть такя переменныя вв- 
личины, которыя при своемъ измъненём численно уменьшаются 
и могуть быть едъланы меньше всякой, напередъ заданной вели- 
чины, сколь бы мала она ни была. 


1 
Такова будетъ, напр, дробь то": тдф п есть произволь- 
ное натуральное число; въ самомъ лЪлЪ, чтобы эта дробь была ь 
меньше любого напередъ заланнаго числа, напр- 55000» 


достаточно взять показателя ">26, ибо тогда 
1 1 
10" <350000` 

Нельзя смфшивать математическаго прелставленая о ве- 
личинЪ безконечно малой съ обыденнымъ поняемъ о вели- 
чинЪ очень малой; послЪднее опрелфлене мы придаемъ по- 
стоянной величин$, настолько малой, что точное измфре- 
ше ея ускользаетъ отъ оцфнки нашими чувствами. Напро- 

.тивъ, — величина безконечно малая есть количество суще- 

ственно перемфнное, не имфющее одной какой-либо опредЪ- 
ленной величины, но которую мы можемъ сдЪфлать малой 
сколь угодно, меньше любого, напередъ заданнаго постоянна числа 
в, хакъ бы мало последнее ни было. 

Такимъ образомт, желая показать, что нфкоторая вели- 
чина № безконечно мала, мы должны доказать, что можемъ 
удовлетворить неравенству 

№<е, 
гдЪ е есть любое, сколь зиодно малое, напередъ заданное положи- 
‘тельное число. 


5 а 


По аналопи съ этимтъь, безнонечно-большой величиной назы- 
ваетея такая перемьнная, которая можеть быть сдълана больше 


‚любою, напередь заданнаго числа А, какъ бы велико послтднее 
ни было. 


Напр. величина 10”, гдф ® — возрастающее натуральное 
число, безконечно велика; въ самомъ дфлф, чтобы сдфлать 
ее больше, напр. 9.000.000, достаточно взять >71. 


Очевидно, что поняме о перемфнной величинЪ, безко- 
нечно большой въ математическомъ смысл, нельзя смф- 
шивать съ обыденнымъ представлешемъ о величинЪ очень 
большой; такт, напр., разстояне въ миллюнъ верстъ— вели- 
чина очень большая, но не безконечно-большая, ибо оно 
меньше, напр, чфмъ 1.000.001 верста- 


Также ничего общаго не имфеть поняте о безконечно- 
большой величинЪ съ абсолютной безконечностью, взятой 
въ обыденномъ смысл. 


Абсолютная безконечность исключаеть всякое предста- 
влене о величинЪ, исключаетъь всякую идею ограничения, 
и потому никоимъ образомъ не можетъ быть предметомъ 
математическаго изспфдованя. 


Такъ, напр., если въ дроби перемф$нное число 2 


2— 
принимаеть безчисленный рядъ значенй, все боле и бо- 
лье приближающихся къ 2, но никогда не достигающих 3, 
то величина дроби все время увеличивается, и дробь эта 
становится безконечно-большой; если же 2 дфлается равнымъ 


1 
2, то величина дроби = 8 имЪеть никакого смысла и 


математическому изслфдованйю подлежать не можеть. 
Всякая величина, неравная нулю, и не имБющая выше- 


указанныхъ признаковъ величинъ безконечно большихъ и 
безконечно малыхъ, называется хонечной. 


34. Изъ многочисленныхъ свойствъ безконечно малыхъ 
величинъ въ дальнфйшемъ намъ будуть нужны всего слЪ- 
дуюния лва: 


|. Сумма конечнаго числа безконечно малыхъ величинь есть вели- 
чина безконечно малая. 


в — 


Пусть мы имфемъ и безконечно малыхъ величинъ 
@,, а, аа... -.-. @йь @н. Требуется доказать, что сумма 


ихъ, т.е. 
ааа. в 


есть тоже величина безконечно малая, т. е. можеть быть 
слфлана меньше любого, напередъ заданнаго положитель- 
наго числа в, какъ бы мало посл$днее ни было. 


Такъ какъ величины а,, @.,... а» по условйю безконечно 
малы, то каждая изъ нихъ, согласно опредфлентю, можеть 
быть сдфлана меньше любого, напередъ заданнаго числа, 


В 
напр» меньше -„-* Итакъ, мы можемъ удовлетворить ряду 
неравенствъ: 


оо ан <. 
Сложивъ ихъ, найдемъ: 
= 
ааа... Рип, 
такъ какъ слагаемое =. берется п разъ; или 


аа... Наль, 


что и треб. доказать. 


И. Произведеше величины безнонечно малой на величину конечную 
есть величина безконечно малая. 

Пусть а будетъ безконечно малая величина и я—конеч- 
вый множитель. Тогда, по опредфленшю понят!я о безк; 


малой величинф, мы можемъ всегда удовлетворить нера- 
венству 


з 
35 
гдф =— любая, напередъ заданная величина, сколь угодпо 
малая; умноживъ обЪф части неравенства на п, получаемъ 
В. < 


а это и доказываетъ, что произведене п.а можеть быть 
сдфлано меньше любого числа е, т. е. есть величина без- 
конечно малая. 
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35. Положимъ, что мы имфемъ неограниченный рядъ 

чиселъ: 
вн вы а... бы бань, (1). 

слБдующихъ другъ за другомъ по нЪкоторому опредЪлен- 
ному закону, такъ что для вычислен!я каждаго изъ чиселъ 
этого ряда достаточно знать номеръ мЪста, занимаемаго имъ. 
Если подъ обозначешемъ а» мы будемъ понимать любое изъ 
чиселъ ряда (1), не указывая, которое именно, такъ что 
а» можетъ быть равнымъ и а,, и а, иа.. . ., то будемъ 
называть число а» переменнымь числомь, причемъ каждое 
изъ чиселъ ряда (1) мы будемъ называть значешями пере- 
мЪннаго числа. 

Допустимъ, что намъ извфстно нЪкоторое ‘постоянное 
число Г, обладающее тёмъ свойствомъ, что численныя 
значения разностей 


([—а,), (Г—а,),. ... (а), Ф—ат.). . - 


по мфрЪ увеличен!я значка ® все уменьшаются, могуть 
быть сдфланы меньше любого напередъ заданнаго числа е, 
какъ бы мало посльднее ни было, и при дальнфйшемъ 
увеличени ® продолжаютъ оставаться менфе е. ‘Тогда 
постоянное число Г называется предфломъ перемЪннаго чи- 
сла а», опредфляемаго рядомъ (1). Слфдовательно: 

Предъломъ перемьннато числа ав называется постоянное 
число Т, обладающее тльмь свойствомь, что численныя значения 
‘разностей между Т, и аз, хачиная съ нъкоторазо натуральнаго 
значеня значка п дълаются, и при далььйшемь безграничномь 
увеличении п продолжають оставаться меньше любого, напередъ 
заданнаго числа е, какъ бы мало посльднее ни было. Е 

Для сокращеннаго обозначения того, что Ё есть пре- 
дфлъ перемфннаго числа аи пишуть такъ: 

пред. (ая) „=1, 
гдЪ значекъ и=со обозначаетъ, что неравенство 
числ. знач. (Т—аи)<е, 

начинаеть удовлетворяться при достаточно большомъ зна- 
чен!и я и продолжаетъ удовлетворяться при дальнфйшемъ 
увеличен!и значка п, т. е. номера м$ста, занимаемаго раз- 
сматриваемымъ членомъ а» въ ряду (1). 


= 


36. Заифчаше. Какъ видно изъ вышеизложеннаго, одного, 
лишь приближения перемфнной величины къ постоянной 
еще ие достаточно для того, чтобы принять постояппую за 
предфлъ перемфнной; необходимо еще, чтобы разность между 
ними могла быть сдълана сколь угодно малой. Напр., пероди- 
ческая дробь 0,939898... .по мЪрЪ увеличешя числа 
десятичныхъ знаковъ, увеличивается и приближается къ 1, 
по 1 не есть предфлъ этой дроби, такъ какъ разность 
между 1 и данной дробью, сколько бы въ ней ни взять 
десятичныхъ знаковъ, всегла больше а. Предфлъ этой 


дроби, какъ извфстно изъ Ариеметики, и какь мы про- 


98 
вфримъ ниже, равенъ о: 


37. ТЕОРЕМА, Если нфкоторое постоянное число Г, заключено по 
своей величин между числами рядовъ 


1 а, а а. бен ь 
А О ЖИ 
причемъ численныя значемя разностей 
(а.—®,), (а. ,),...... (а) .... 


по ибрь увеличеня значка » безнконечно уменьшаются и могутъ быть 
сдфланы мэнфе любого числа =, то число 1, есть общий предфлъ чи- 
селъ обоихъ рядовъ. 

По условю теоремы Г, заключено между числами обоихъ 
рядовъ, т. е. боле чиселъ одного ряда и менфе чиселъ 
другого ряда; пусть напр. числа ряда 

О К ЗЕ 
будуть больше чиселъ ряда 
О 
Тогда, согласно условию, имфемъ рядъ неравенствъ: 
«>> ‘ 
.>ь>ь 
>> 


„>> 


ыы 


Изъ этихь неравенствъ яспо, что численныя значешя 
разностей 


([—а,); (Г—а.); (Г-а,))....Ь—а,)...- (1. 
(2—6,); (7—6,); @—).... @-ы).... Ш) 
менфе соотвЪтственныхь численныхъ значенй разностей 
(ав); (ав); (а—%,)....: (а) ...., 


а эти послЪдн!я по услов!ю теоремы безконечно уменьшаются 
съ увеличенемъ значка я и могуть быть сдфланы сколь 
угодно малыми. СлЪд., разности (П) и (И) и подавно могутъ 
быть сдфланы сколь угодно малыми, т. е. число Ё есть. 
обийй предфлъ чиселъ обоихъ рядовъ. 


38. Замючаше. Изложенная теорема имфетъ очень частое 
примЪнеше въ Геометри: при вычислени длины окруж- 
ности, плошади круга, объемовъ и поверхностей круглыхъ 
тБль. Напр., длина окружности, описанной даннымъ рад!- 
усомъ, есть величина постоянная, заключенная всегда 
между периметрами вписанныхъ и описанныхъ правиль- 
ныхъ одноименныхъ многоугольниковъ, причемъ разность 
между послфдними, при неограниченномь удвоен!и числа 
сторонъ, можетъ быть сдфлана сколь угодно малой; слфд.» 
на основав и изложенной теоремы заключаемъ, что окруж- 
ность есть общей предълъ для обоихъ периметровъ. 


ГЛАВА 1\. ь 


|. ПОНЯТИЕ О КОРНЪ х-080Й СТЕПЕНИ ЧИСЛА А, ЕСЛИ ЭТО 
ЧИСЛО НЕ ИМЪЕТЪ СОИЗМЪРИМАГО КОРНЯ. 


39. Дъйствя сложен!я, вычиташя, умножен!я, дфлешя 
и возвышен!я въ натуральную степень, производимыя надъ. 
числами цфлыми или дробными, положительными или отри- 
цательными, даютъ въ результатЪ всегда числа цфлыя, или 
дробныя и не требують поэтому никакихъ новыхъ пред- 
‘ставленй о числЪ. Будемъ называть рацональными числами 
числа цфлыя, включая сюда и нуль, и дроби, числители и 
знаменатели которыхъ суть цфлыя числа; рашональныя 
числа могуть быть и положительными, и отрицательными- 


МНЕ 


Извлечене корня 7-овой степени изъ числа А, т. е. на- 
хождене такого числа, ”-овая степень котораго равнялась 
бы 4, потребуетъ новаго представлен!я о числф. 


Будемъ пока предполагать, что 4>>0. 
Если это число А представляетъ собой точную х-овую 
‚ 


степень числа В, то УЯ будеть равенъ именно В, и, слФд., 
войдеть въ категоршо чиселъ цфлыхъ, или дробныхъ, т.е. 
рашональныхъ. Если же число А не представляеть собой 


” 
7-овой степени никакого рашональнаго числа, то У дол- 
женъ быть разсматриваемъ, какъ число особой природы, 
и входитъ въ категорю иррацональныхь чисель, которыя мы 
теперь и разсмотримъ, 

40. Выше у насъ было доказано, что если цЪлое число 
А не имфетъ цфлаго корня 7-овой степени, то оно не 
имфеть и дробнаго ($ 31); докажемъ теперь слдующее: 

ТЕОРЕМА. Если положительное ращональное число А не предста- 
вляетъ собой х-овой степени ращональнаго числа, то всегда можно 
образовать 2 неограниченныхь ряда ращональныхь чиселъ, стремя- 
щихся къ нфкоторому предфлу, причемъ у-овыя степени этихъ чисел 
будуть имфть предфлъ, равный именно данному ращональному числу 4. 

Для доказательства возьмемъ какое-нибудь цфлое число 


п и разсмотримъ произведене А. я”. Напишемъ рядъ на- 
туральныхъ чиселъ 


А 


и будемъ возвышать каждое изъ нихъ въ /-овую степень. 
Получимъ неограниченный рядъ возрастающихъ чиселъ: 


О 


Очевидно, въ этомъ ряду всегда можно найти таке 
лва рядомъ стоянще члена т’и (т-1)", что 


та. т<(т- 1), или 


— 47 — 


Ч т т-т ‚ 

исла || и |-—„ |› удовлетворяющия этому неравен- 
ству, называются, какъ извфстно, корнями 7-овой степени 

1 
изъ числа 4, съ точностью до — съ нелостаткомь и съ 
избыткомъ, и находить ихъ мы умфемъ ($$ 28 и 29). Про- 
должая такимъ же образомъ. мы можемъ найти значеня 
1 

корня 7-овой степени числа 4, съ точностью до „з, 


1 
зи +. .ИТ. д. съ недостаткомъ и съ избыткомъ; пусть 


п” 


т, ее ы : будуть соотвфтственныя нелостаточныя зна- 
ченшя. Тогда можно написать рялъ неравенствъ: 


(7) <<) | 
(#)<4<("5) с 


Составимъ теперь 2 ряда рашональныхъ чиселъ: 


т т, т, т, 


ЕЕ ие И (а). 


тт то У тм 


А Е р О (5). 


Разности. межлу соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ равны: 


т.е. при достаточномъ увеличен!и ® могутъ быть сдфланы 
‚меньше любого, напередъ заданнаго числа ®, какъ бы 
мало. послБднее ни было. 


Слфдов., на основаши $ 37 оба ряда чиселъ (а) и (4) 


стремятся къ нфкоторому общему предълу, заключенному 
между числами обоихъ рядовъ. 


= 


Этоть общий предфлъ чисель рядовъ (а) и (5) называется порнемь 
т-овой степени числа 4 и обозначается сииволомь У/Л 


Докажемъ теперь, что х-овыя степени чиселъ рядовъ 
(а) и (5) стремятся къ предфлу, равному именно 4. 

Возвысивъ числа рядовъ (а) и (0) въ ”-овыя степени, 
получаемъ 2 новыхъ ряда: ' 


[". (*]. [+]. т (<). 
ЕТ: (5). (5). ое ЗЛЫХ 
Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 


ряловъ могуть быть сдланы сколь угодно малыми. Въ 
самомъ дЬлЪ, эти разности суть: 


к. 
Каждая изъ этихъ разностей на основан!и $ 11 можеть 


быть разложена на 2 множителя, изъ коихъ первые мно- 
жители: 


тт. я т т т, 


т п’ т Ге мик 


будучи соотвЪтственно равны 


а. 
во тм 


ы. 


т, 
безкомечно убывают»; вторые же множители вида: 


Е 


з 


хонечны, а слЪдов., и все произведеше стремится къ нулю 
(6 34). 

Итакъ, ряды () и (4) стремятся къ общему предвлу, 
(6 37), и этимъ предфломъ будетъ именно А, какъ число, 
заключенное, согласно неравепствамь (1), между числами 
обоихъ рядовъ. | 


а 
к 


оны 


|. НЕСОИЗМЪРИМЫЯ ЧИСЛА. 


41. Отношевемь двухъ однородныхъ величинъ А и В 
называется дробь, числитель и знаменатель которой суть 
цфлыя числа, показывающ!я, сколько разъ нфкоторая третья 
величина ®, однородная съ А и В, содержится въ каждой 
изъ нихъ. Такъ, напр., если можно найти н$фкоторую вели- 
чину №, содержащуюся т разъ въ Аит разъ въ В, то от- 


. т 
ношене А къ В будетъ равно т Величина # называется 


общей мтрой величинъ А и В. Это опредфлене предпола- 
таетъ, что такая общая мЪра для А и В существуетъ, т. е., 
что А и В— соизмюримы. 

Но, какъ извфстно, напр. изъ Геометри, существуютъ 
величины, не имфюция общей мфры, несоизмюримыя *); въ 
этомъ случаЪ предыдущее поняе объ отношен1и требуетъ 
измфнен!я. 

Докажемъ, что въ этомъ случаЪ всегда можно найти 
приблиэженное значеме отношешя несоизм$римыхъ чиселъ 
Аи В, вычисленное съ какой угодно степенью точности, 
т. е. можно найти такое соизмфримое число, которое отли- 
чалось бы оть несоизмфримаго отношеня А къ В на про- 
извольно малую величину. ь 

Въ самомъ дьлЪ, раздьлимъ величину В нап равныхъ 
частей и пусть Х будетъ величина каждой части. 

Тогда В=Ё.п. ВслЬдстые несоизмфримости А и В 
величина Ё въ А цБлое число разъ содержаться не можетъ. 
Пусть # заключается въ А т разъ съ н$5которымъ остат- 
комъ (конечно, меньшимъ #). СлЪдовательно, 


т. «А (т--1). № 
и, раздфливъ на В, равное и: 
тж _.А т--1 
ЕО 


п 


*) Дагональ квадрата со стороною, длина окружности и длина да- 
метра и мног. др. 


П. Шмулевичь. „Дополи, къ Алгебрь“, 4 


ГВт Е 
ве = ‹ 


Этотъ результать показываеть, что отношеше двухъ не- 
соизмфримыхъ чисель А и В заключается между двумя 


т т 
соизмфримыми числами _^и—„——, численная разность 


1 
которыхъ равна -„_. СлЪд., каждая изъ разностей 


[в * [7-2 


по своей численной величинЪ меньше т.е. каждое изъ 


ко 
т т 
соизмфримыхъ чиселъ _ и "Е отличается отъ несоизм$- 


1 
римаго числа менфе, чфмъ на-„, а потому оба эти числа 


т--1 


т 
ых | 
т 


называются приближенными значе ями отношеня = въ точ- 


1 
ностью до [9 Ясно, что число я можетъ быть выбрано сколь 


угодно большимъ, а слЪд. дробь № можетъ быть сдфлана 


сколь’угодно малой, а потому всегда можно найти прибли- 
женное отношеше двухъ несоизмфримыхъ величинъ 4 и В, 
вычисленное съ произвольной степенью точности. 

Если будемъ безпредфльно увеличивать ”, (число дф- 
лешй величины В), по какому угодно закону, то, очевидно, 
и т будеть тоже увеличиваться, и мы можемъ написать 
рядъ неравенствъ: 


т А _т- 
<< 
т сл т тдф “яя, .... 
я) `В т 

п хм, <т, <, 
Е Вы 
А 
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Составимъ теперь ? ряда рашональныхъ чиселъ: 


и 


и (1). 
т--1 т, т, т @) 
а ООН . 


Разности между соотвфтствующими членами этихъ ря- 
довъ суть 


т. е. все время убываютъ, и могутъ быть сдфланы меньше 
любого, напередъ заданнаго числа в, какъ бы мало по- 
слЪднее ни было. Въ самомъ дьлЪ, чтобы удовлетворить 


1 1 
неравенству —<ь достаточно взять „>= что всегда 


„; 
возможно, ибо ® по условйо увеличивается безпредфльно. 


Итакъ, ряды (1) и (2) обладаютъ тфмъ свойствомъ, что 
разности между соотвЪтствующими членами обоихъ рядовъ 
А 

безконечно убываютъ, и что нЪкоторое постоянное число-у 
заключено между числами обоихъ рядовъ. Слфд., ($ 87) 


= есть общий предфлъ этихъ двухъ рядовъ. 
В р 


Также всякое иррашональное число, напр. корень 7-овой 
степени изъ числа А, если А не представляеть точной 
’-овой степени, есть число несоизмфримое. Но и въ этомъ 
случаЪ, какъ мы видфли выше ($ 40), всегда можно найти 
приближенное значен!е этого несоизмримаго числа, вы- 
численное съ любой степенью точности, и можно составить 
2 ряда рашюнальныхъ чиселъ, стремящихся къ ‘предфлу, 
равному этому несоизмфримому—ирращональному числу. 


42. Итакъ, мы можемъ сдфлать слфдующее ОПРЕДЪЛЕНЕ: 


Несоизмьримое число есть общий предфлъ чиселъ двухъ ращгональ- 
ныхъ рядовъ, представляющихъ собой приближенныя соизифримыя не- 
достаточныя и избыточныя значешя даннаго несоизмфримаго числа, 
вычисленныя съ возрастающей степенью точности. 


ГО 


СИИ 


43. Приифры. Составимъ 2 ращональные ряла, имфюще 
своимъ предфломъ несоизмфримое число У 7. 


Извлекая этоть корень съ приближешемъ, находимъ 
2,64575..... 


Имъемъ 2 ряда чиселъ:, 
2; 2,6; 2,64; 2,646; 2,6467; 2,6457%5..... у т 
+ 
; 2,1; 2,65; 2,646; 2,0468; 2,64576..... 


> 


Первый рядъ представляетъ собой недостаточныя значе- 
ня корня, вычисленныя съ точностью до 1; 0,1; 0,01; 0,001; 


1 
0,0001... ..,› вообще 10; второй рядъ— избыточныя зна- 
ченя корня съ той-же степенью точности. 


Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ составляютъ: 
фи 1 ея 
10’ 100’ 1000* 10000 `` ** ВООбЩелит › 


т. ®. могуть быть сдфланы меныше любого, напередъ за- 
даннаго числа е, какъ бы мало послФлнее ни было. 


Сльдовательно, на основан!и $ 37 оба эти ряда стремятся 
къ одному предфлу, и этимъ общимъ предфломъ будеть 


несоизмЪримое число `У7, какъ постоянное число, заклю- 
ченное между членами этихъ рядовъ. 


3 . 
Еще примфрь УП = 2:08 8..... 
з 
Слфлов, УП есть общий предфлъ двухъ рядовъ: 
2; 2,5; 2,25; 2,208; 2,2280; 2,05%. .... т 


$ 


} 2,3; 2,28; 2,094; 2,2040; 220%... .. 
Также У?28 есть общий предфлЪ рядовъ: 
4; 4л; 419; Чтоб; 4,7958; 479588..... уз 
5; 4,8; 4,80; 4,796; 4,7950; 4,1058. .... 


ат 


Также несоизмфримое число = есть общий предфлъ рядовъ: 
8; 3,1; 3,14; 8,141; 3,1415 ........ 
4; 3,2; 3:16; 3,148; 311416... 


44. Выше мы видфли ($ 40), что 2 ряда рашональныхъ 
чиселъ 


к. 0). 


и > (1). 


стремятся къ предфлу, равному У. 
Нетрудно убЪлиться, что ряды 


т ` 


и 


отличаюншеся отъ предыдущихъ только знаками, стремятся 
Са 

къ предфлу, равному (Ну=): 

Разсмотримъ теперь слфдуюцие два случая: 

1°. Показатель корня х—число четное. 

Въ этомъ случа ”-овыя степени чиселъ рядовъ (Ш) 
и (1\) положительны и стремятся къ предфлу, равному 
(--4), а потому отрицательное число О Уд ) представляетъ 
собой также корень 7-овой степени изъ числа А. Слфд., 

Корень четной степени положительнаго числа А всегда имъеть 
одно значене положительное и одно значене отрицательное, 
равныя по численной величинть. 

2. Показатель корня 7— число нечетное. 


Въ этомъ случа ”-овыя степени чиселъ рядовъ (Ш) 
и (ТУ) отрицательны и стремятся къ прелфлу, равному (—4). 


= 6 — 


Отсюда слБдуеть: 

Корень нечетной степени изъ положительнаго числа не 
имтетъ отрицательнао знаменя. 
Также ясно, что 

Корень нечетной степени изъ отрицательнаго числа имтетъ 
значеще отрицательное и не импеть значеня положительна. 

И наконещь: 


Корень четной степени изъ числа отрицательнаго не имъеть 
ни положительнаю, ни отрицательнаго значеня. 


1. ДЪЙСТВЯ НАДЪ НЕСОИЗМЪРИМЫМИ ЧИСЛАМИ. 


45. Для того, чтобы имЪфть возможность производить 
разнаго рода дЪйствыя налъ несоизмфримыми числами, не- 
обходимо сперва дать опредЪленя, что именно нужно пони- 
‚мать под этими дъйстаями, такъ какъ точный смыслъ 
всфхь дЬйств извфстенъ намъ пока только въ отношени 
чиселъ соизм5римыхъ. 

Пояснимъ сперва это на какомъ-нибудь частномъ при- 
мЪрЪ. 

Пусть требуется опредфлить, что надо понимать подъ 
суммой двухъ несоизмфримыхъ чиселъ, напр., УЗ и 75. 

Составимъ два ряда рашональныхъ чиселъ, ииЪющихъ 
прелфлами У2, и два лругихъ ряда, стремящихся къ У5. 


Такъ какъ У =14м21. .., то первые два ряда будуть: 


(а) 1; 1,4; 1,541; 1,414; 14142... . уз 
==> 2 


() 2; 15; 145; 1415; 1498. .... 


Также У5=2,28607....... ‚ а потому имфемъ 2 ряда: 
6) 2; 2,2; 2,28; 2,286; 2,2860; 2,23607..... уз 
=э> 5 
(и) 3; 2,8; 2,24; 2,287; 2,2861; 2,23608..... 


Такъ, кахъ члены всътъ этихъ четырехь рядовъ (а), (а’), (5), ©) 
соизитримы, то мы имтемь право производить ‘надъ ними какзя 
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угодно дъйствя. Сложимъ почленно числа рядовъ (а) и (5) 
и числа рядовъ (а') и (6). Тогда получаемъ 2 новыхъ ряда: 


(е) 3; 3,6; 3,64; 8,650; 3,6502 .... 
() 5; 8,8; 8,66; 3,652; 3,6504 . 


Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ суть: 
2 
0,2; 0,02; 0,002; 0,0002. .... вообще-и, 
т. е. могуть быть сдфланы сколь угодно малыми. 


Поэтому, оба эти ряда (с) и (с”) стремятся къ общему пре- 
делу ($ 37); этоть то предфлъ и называется суммой двухъ 
несоизмфримыхъ чисель У2 и У5, и обозначается зна- 


комъ У2-У5. 


46. Положимъ, мы имфемъ два несоизмфримыхъ числа 
Аи В. На основаши опредълевя $ 42, мы должны разсматри- 
вать каждое изъ этихъ чиселъ, какъ предфлъ двухъ ра- 
щюнальныхъ рядовъ, представляющихъ собой приближен- 
ныя избыточныя и недостаточныя значешя даннаго несо- 
измфримаго числа, вычисленныя съ возрастающей точностью. 
Пусть приближенныя рашональныя значения числа А, 

1 

вычисленныя съ точностью до =, >, = я: 
соотвфтственно будуть *) 


аа, а, а,........ . По недостатку, и 


а, ба, ща... .. 0... „ПО избытку. 
ТЪ же значешя для числа В пусть будутъ: 
Ъ,, 6, 6, 6,.....-бт. . - - ПО недостатку, и 
Вы» Вы, В» В. °.. Ва, . - - ПО избытку. 


*) Въ дальнёйшемъ изложении будемъ обозначать ряды возрастаюпие, 
(недостаточные), латинскими, а убывающе, (избыточные), греческими 
соотвфтствующими буквами. 


и 


Тогла число 4 есть обиий предфлъ двухъ рядовъ рашо- 
вальныхъ чиселъ: 
(Г) Я ас, ВА 


„4 
(и 21, у ав а весу 


‚причемъ разности между соотвфтствующими членами обоихъ, 


1 1 1 1 
рядовъ суть, я, дву. Е Т. © могуть быть 


сдфланы сколь угодно малыми. 


Также число В есть общ прелфлъ двухъ рядовъ 
ращональныхъ чиселъ; 


(п) о: 
Е =2+ В, 
(1) Вь Вы Вы Ваз все» 
причемъ разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ суть тБ-же, что и въ рядахъ, опредфляющихъ А. 


47. СЛОЖЕНЕ НЕСОИЗМЪРИМЫХЪ ЧИСЕЛЪ. 


Суммой двуть несонэмъримыхь чиеель А и В называется 
общий предфль двугь рядовъ, члены которыхъ представляютъ 
собой суммы приближенныхь избыточныхь м недостаточныхь 
рацональныть значенй чисель А и В. 

Пусть 4 и В будутъ несоизмфримыя числа, опредфлен- 
ныя какъ предфлы ряловъ (1, Г), и (И, И) (см. 6 46). 

Складываемъ почленно ряды (1). съ (Пи (Г) съ (17), что, 
мы вправЪ дфлать, ибо всф члены этихъ рядовъ ращо- 
нальны. Получимъ 2 новыхъ ряда: 


(ав); а); @НЬ);. . с @)........ (пр 
(вВ,); авы); а ЕВ... а): ..... .. 1) 


Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ могуть быть сдфланы сколько угодно малыми, а 
потому оба ряда стремятся къ общему предфлу. Этоть 
прелълъ и называется суммой двухъ несоизмфримыхъ чи- 
селъ 4 и В, и обозначается символомъ А-В. 
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48. ВЫЧИТАНЕ. Разностью двухъ несоизмтримыхь чисель А 
и В называется общ предфль двухь рядовъ, члены которыхь 
представляють собой разности приближенныть избыточныхь 
\ недостаточныхь рацональныхь значенй чисель А и В. 

Пусть А и В будуть предфлами рядовъ (1, !'), и (1, 1). 

Такъ какъ члены этихъ рядовъ суть числа соизмЪримыя, 
то мы вправ$ производить надъ ними вычитание, Вычитаемъ 
почленно рядъ (1) изъ (1) и рядъ (П) изъ (1) *). 


Получаемъ 2 новыхъ ряла: 


_ (@,—В,); (Вы); (@,—8)..... (а Ви). ...... (ТУ) 
(@,—6,); (вв); &—..... @&—5)....... а\) 
Разности между соотвфтствующими членами суть: 


(а, —В,)— (а, —В)] - - - [(а*--в)—(@®—в)]. ..., 
или 


(а,—а,)-Н 8.8]. - - (@ а) @.—&)]...., 
2 2 2 


о с ее х 


2 
т.е равны =, т, 


и слфд., могуть быть сдланы сколь угодно малыми. 


Итакъ, ряды (У) и (ГУ) стремятся къ общему предълу. 
Этоть общий предфлъ и называется разностью двухъ несо- 
измЪримыхъ чиселъ А и В и обозначается символомъ А—В. 


49. Зная, что. называется разностью несоизм$римыхть 
чисель А и В, можемъ сказать, что: 
1°. д= В, если общий предфлъ рядовъ У) и (1\”) есть 
нуль. 
2°. А> В, если обший предфлъ рядовъ (У) и (1У“) есть 
число положительное, и 
3°. 4 В, если общйй предфль рядовъ (1У) и (1\”) есть 
число отрицательное. 


*) Т.е. избыточныя значешя В изъ недостаточныхь значешй А, и на- 
оборотъ. 
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50. УМНОЖЕНИЕ. 1ромзведенаемь двухъ несоизмеримыхь чи- 
сель А м В называется общи предфлъ двузь рядовъ, члены кото- 
рыть представляють собой произведемя приближенныхь избы- 
зпочныхь ш недостаточныхь рацональныхь значенй чисель Аш В. 

Пусть А и В будуть предфлами рядовъ (1 Г) и (П, П/) 
стр. 56. 

Такъ какъ члены этихъ рядовъ суть числа соизмфри- 
мыя, то мы вправЪ произвести надъ ними дЪйстые умно- 
женя. 

Перемноживъ почленно ряды (1) на (П) и (Т’) на (1), 
получаемъ 2 новыхъ ряла: 


в, 6; 4.05 4... ...%.Ъ. 


Е 
п В а би ви... (У. 


Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ могутъ быть сдЪланы сколь угодно малыми. 


Въ самомъ лфлЪ, обший видъ этихъ разностей: 
т. в —@. т 
можеть быть преобразованъ такъ: 
бп. Вп— бп . и-Н оп. в— ап. = 
= ап[Ви — в] -{- [ан — а] ......- (@). 


Здфсь разности, стояш!я въ прямыхъ скобкахъ, могуть 
быть сдЪланы сколь угодно малыми, а слЪд., величина всего 
выражения (@), булучи равна суммЪ двухъ произведенй ве- 
личинъ конечныхъ на величины безконечно малыя, можетъ 
быть сдфлана ($) 34) сколь угодно малой. 

Итакъ, ряды (У) и (\') стремятся къ общему предфлу. 
Этоть общий предфлъ и называется произведещемь двухъ 
несоизм$римыхъ чисель А и В, и обозначается симво- 
ломъ А. В. 


51. ДБЛЕНИЕ. Частнымь отъ дъленя двухь ‘несоизмтеримыяь 
чисель А ц В называется общ предфлъ двухь рядовъ, члены 
которылть представляють собой частныя отъ раздълешя прибли- 
эжеенныхь избыточныхь ш недостаточныхь разбональныхь зна- 
ченй чисель Ам В. 


А 


мы 60 


Пусть А и В будуть предфлами рядовъ (1, р и (П, Ш) 
стр. 56. 5 

Такъ какъ члены этихъ рядовъ суть числа соизмфри- 
мыя, то мы вправЪ производить надъ ними дфлеве. 

Дълимъ почленно возрастающЁ рядъ (1) на убывающей 
рядъ (Ш!) и убывающёй рядъ (Г) на возрастаюиий (И). Полу- 
Чаемъ 2 новыхъ ряда: 


ВВ В; В. ет. (у 


Е а ЗЕ | 
у; ©. 

Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ могуть быть сдБланы сколь угодно малыми. Въ 
самомъ дфлЪ, эти разности суть: 


(#-= р #-®).. тя нь 

в, вы В в №]° 

Общий видъ такихъ разностей можеть быть преобразо- 
ванъ такъ: 


ап _ Чт _ ЧтВи— ати 2 биВи— би 6и-Е от ®—а@п 
№ Ъявь и = 


ны ых]. в 24). 


Здъсь разности, стояшия въ прямыхъ скобкахъ, могутъ быть 
сдЪланы сколь угодно малыми, а слфд., величина всего вы- 
раженя (4), будучи равна суммЪ двухъ произведен! вели- 
чинъ конечныхъ на величины безконечно малыя, можеть 
быть сдЪлана ($ 34) сколь угодно малой. 

Итакъ, ряды (УТ) и (УГ) стремятся къ общему предфлу. 
Этоть общий предфлъ и называется частным отъ раз- 
дБленя двухъ несоизм5римыхъ чиселъ А и В, и обозначается 


имволомъ = 
с ве) В 


В 


52. Возвышеше несоизмфримыхъ чиселъ въ цлую и положительную 
‘степень. Дюлой и положительной т-овой степенью несоизмтри- 
мазо числа А называется общй предлъ двухь рядовъ, члены 
поторыхь представляютьъ т-овыя степени приближенныхь избы- 
‘точныхь и недостаточныхь рацщональныхь значенёй числа А. 

Пусть 4 будетъь общимъ предфломъ рядовъ (1) и (Г) 
стр. 56. 

Такъ какъ члены этихъ рядовъ суть числа соизмЪри- 
мыя, то мы вправЪ возвести каждое изъ нихъ въ т-овую 
степень. 


Тогда получимъ & новыхъ ряда: 
ат; ат; а... .т... (УП) 
ОО К. АО (УГ) 
Разности между соотвфтствующими членами обоихъ 
рядовъ могуть быть сдфланы сколь угодно малыми. Въ 
самомъ дЪлЪ, эти разности суть:» 
(в."—а"); (аз"—а,");..... (ат—а”)... 
Общ видъ такой разности можетъ быть преобразо- 
занъ такъ: 
в*— а" = (аи — ан) (в а" ана аа... ат), 


лервые множители въ этихъ произведешяхъ могуть быть 
слфланы сколь угодно малыми, а слфд., и все произведеше 
($ 34) стремится къ нулю. 


Итакъ, ряды (УП) и (УП’) стремятся къ общему пре- 
дЪлу. Этотъ общий предфлъ и называется т-овой степенью 
несоизмфримаго числа А и обозначается символомъ А”. 


53. Извлечеше корней изъ несоизибримыхь чиселъ. Корнемь 
#-овой степени изъ несомзмтеримаго числа А называется общй 
предфлъ двухь рядовъ, чаены которых представляють корни 
У-овой степени изъ приближенныхь избыточныхь и недостаточ- 
ныхъ рашональныхь значенй числа А. 


Пусть А будеть предфломъ рядовъ (1 и (Г) стр. 56. 


= 


Такъ какъ члены этихъ рядовъ суть числа соизм$ри- 
мыя, то мы можемъ изъ каждаго изъ нихъ извлечь корень 
”-овой степени. 


Образуемъ такимъ образомъ 2 новыхъ ряда: 
их . 
Уа,; Уа,; уа;;..... Ут. . . (УШ) 


ИЕ, < й 
Уз; Уз; Уз; ..... У... (УШУ. 
Каждый членъ этихъ рядовъ есть, вообще, число несо- 
измфримое, такъ что ряды (УШ) и (УШ/) приводятъ насъ 
къ новому понятию о перемюнномь иррацгональномь числть. 
До сихъ поръ мы разсматривали только перемфнныя 
рашональныя числа, и на основан!и свойствъ ихъ ввели 
понят о числахъ иррашональныхъ, и опрелЪлили дЪйствя 
надъ ними. Для большаго обобщения представлен!я о числЪ, 
можно согласиться разсматривать перемънныя иррацональныя 
числа, т. е. таЮя перемфнныя числа, которыя въ своемъ 
измфнеши принимають рядъ иррашональныхъ значен!й: 


Е ВР 


гдЪ каждое изъ чиселъ , какъ число иррашональное, есть 
въ свою очередь, предьлъ нфкоторыхъ соотвЪтствующихъ 
рядовъ рашональныхъ чиселъ- 

Условившись распространять на перемВнныя иррашо- 
нальныя числа всЪ т законы, которые выведены нами 
раньше для чиселъ иррашональныхъ, мы можемъ доказать, 
что ряды (УШ) и (УПГ) стремятся къ общему прелФлу, 
такъ какъ разности межлу соотвфтствующими членами, 
обоихъ рядовъ могуть быть сдфланы сколь угодно ма- 
лыми. ДЪйствительно, эти разности суть: 


(ре, — Ум) (Ув — Увы) з (увы). (уж Увы) +. 


Общ членъ этой разности 


фа фот (ани рта 
УИ е+-+ия 


з в ; 


т. е, можеть быть представлень въ видф произведен!я 
двухъ множителей, изъ коихъ первый (а» — а»), а слЪдов., 
($ 34) и все произведене стремится къ нулю. СлЪд. ряды 
(УШ) и (УШ) стремятся къ общему предфлу. Этоть 
обиий пр'дфлъ перемфнныхъ иррашональныхъ чиселъ ря- 
довъ (УШ) и (УШ’) называется корнемъ я-овой степени , 
несоизмфримаго числа. 


54. Приифръ. Несоизмфримое число я есть, какъ мы ви- 
дли выше, обиий предфлъ двухъ рядовъ: 
3; 3,1; Зла ; Зат; 3,1416... .- 


4; 3,2 ; 3,15; 3,142 ; 3,1416... .- 
Сльд., перемф$нныя иррашюнальныя числа: 


УЗ; Ул; Узда; Узш..... 
Уз; Узз; Узль; УЗле....., 


изъ коихъ каждое, въ свою очередь, есть предфлъ двухъ 
рядовъ ращональныхъ чиселъ, стремятся къ предфлу, 
равному Ут. 


55. ОпредЪливши вс алгебраическя дЪйствя надъ не- 
соизмфримыми числами, можемъ теперь сдфлать слБдую- 
ний выводъ: 

Произвести различнаго рода дЪйствйя надъ несоизмфримыми числами 
значить найти предфлъ, къ которому стремится результатъ тёхъ же 
дфйствй надъ соизмфримыми числами, представляющими собой прибли- 
женныя избыточныя и недостаточныя значеня данныхъ несоизибримыхь 
чиселъ, вычисленныя съ возрастающей степенью точности. 


ГЛАВА У; 
УНИЧТОЖЕНИЕ РАДИКАЛОВЪ ВЪ ЗНАМЕНАТЕЛЯХЪ ДРОБЕЙ. 


56. Если знаменатель дроби содержитъ одинъ или ыЪ- 
сколько радикаловъ, то, въ видахъ упрощен!я вычисленй, 
часто бываетъь выгодно замфнять такюя дроби другими, 
равными имъ, но имфющими знаменатели рашюональные, 


т. е., какъ говорятъ, уничтожить иррацгональность въ знаме- 
нателъь 
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57. Покажемъ на нфсколькихъ примЪфрахъ выодность 
уничтоженя иррашональности въ знаменателяхъ. 


Положимъ, что требуется вычислить величину дроби 


3 
=—. 
У5-- УЗ 
Для этого можно поступить такъ: находимъ прибли- 
женныя значешя У5=2,2360...; У2=1,4142. . .усумма 


ихъ равна 3,6502. Для нахожденя 2 надо 3 раздфлить на 
3,6502. Но если умножить числителя и знаменателя данной 
дроби на (У5—\?), то получимъ: 


— _30/5—9) 
(/5)*—(У2 
Такимъ образомъ, дёйстве дфлен!я приведено къ бо- 
лфе простому дЬйстю вычитания, т. е, вычислеше уйро- 
стилось. 

Другая выгода указаннаго преобразован!я заключается 
въ возможности непосредственно опредфлить эяочность вы- 
числешя, которая, напр. въ данномъ случаЪ не меньше 
0,0001, ибо каждый изъ корней былъ вычисленъ съ такой 
степенью точности. 

Еще одинъ примЪръ. 

Требуется вычислить величину выражен!я 


=У5—У3=8,2360—1,4142==0,8918. 


ЗУ 
Если вычислить непосредственно У9=5,38516...., 


в] : 
10 = 538516 Если произвести дфлене, то точность вы- 


числен!я будетъ равна 0,00003 *). 


Если же предварительно умножить числителя и знаме- 


329 
нателя на 29, то ВУ, и если теперь У29 вычислить 


*) Въ самомъ дБлВ, сели 29 вычислень съ точностью 0,0001, то 


точность вычислен!я дроби о ;: 


у эт. е. равна 0,00003. 


В 


съ тою же точностью до 0,00001, то величина 2 будетъ 


з 
точна до 5 Х 0,00001, т.е. точнЪе, чфмъ въ первомъ слу- 
чаЪ въ 29 разъ. 


а Я 
Вообще, если въ дроби „— ирращшональный  знаме- 


Уз 
1 
натель вычисленъ съ точностью до Эт „› то точность вы- 


й 1 . 
числен1я всей дроби равна а. ——, точность же вычислешя 


=) 
г. фт а 1 у 
равной ей дроби И будетъ 5 п. тень $ разъ 


больше, 


58. Уничтожеше иррашюнальности. въ знаменатель воз- 
можно не всегда, а лишь въ нфкоторыхъ частныхъ слу- 
чаяхъ. Разсмотримъ главнфйше изъ нихъ. 

Укажемъ сперва премы, которыми можно уничтожить 


иррашюнальность въ знаменателЪ, содержащемъ только 
квадратные радикалы. 


1. Дробь вида УЕ - 


Умноживъ числителя и знаменателя на Уа, получаемъ: 


т _туа 
аа 
т 
2. И, УмноживЪъ числителя и знаменателя на У а, 
а 
получаемъ: 


= _туа. 


Уа 4 


Примьчане. Если @ есть число не первоначальное, то полезно раз- 
‚ложить его на множителей, и опред®лить, какихъ множителей не достаетъ, 
чтобы @ было полнымъ квадратомъ. Въ этомъ случа достаточно умно- 


жить оба члена дроби на квадратный корень изъ произведен я ведостаю- 
‘щихъ множителей. Напу., 


5 бо У 6, 
зув за уе р 


А. бе 


т 
3. ———_. Умноживъ числителя и знаменателя на 
а-уь 
а-+УЪ, получаемъ: 
т__ _т(@ат 1722 о. 


аБуь а’— " 
т — 
4. Гуахуь' Умноживъ оба члена дроби на уа + У, 
находимъ: 
т___ т(уажу5) 
Уа+ уф а— 
Е т: р Умноживъ оба члена дроби на Уа+ру5, 


: т _"УЗЕРУб. 
Пал БУвруБ а 


т 
6. УерРУнЕУ Умноживъ оба члена дроби на 


Уа--Уз—Ус, и разсматривая (Уа--У5), какъ одночленъ, 
т(уа--Уз—уе) _ т(уа- РУЗ) 
Получаем: ууу арену" 


Въ знаменателЪ остался всего одинъ радикаль, слфл., при- 
вели вопросъ къ третьему случаю, разсмотрфнному выше. 


т 
УХ У=ЕУуБЕУсуа Разсматриваемъ знаменатель, какъ 


сумму двухъ количествъ: (Уа--УБ--(Уе-- У9), и умножаемъ 
‘оба члена дроби на разность тфхъ же, количествъ; полу- 
чаемъ: 

т _тУа-ут-у—иЯ. 
уаузруснуа @н-е-а-У зум” 
Знаменатель содержить теперь всего три члена, и сл$д., 

вопросъ привелся къ предыдущему случаю. 


59. Подобнымъ премомъ можно уничтожить въ зна- 
менателЪ сколько угодно квадратныль радикалов. 


П. Шмулевичь. „Доподн. къ Алгебрь", 5 
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Общий пмемь въ этомъ случаЪ состоить въ слфдую- 
щемъ. Если У а есть одинъ изъ радикалов, который мы 
хотимъ уничтожить, то выносимъ его за скобки изъ всЪхъЪ 
членовъ, его содержащихъ. Знаменатель примегь тогда 
_видъ А--В У“, гдь Аи В суть рашюнальныя или ирра- 
°шональныя выраженя, не содержания У а. Если теперь 
умножимъ оба члена дроби на А—Вуа то новый знаме- 
натель 4*—Ва уже не будеть содержать У’ а. Такъ какъ 
произведенное умножене новыхъ радикаловъ не вводитъ, 
а одинъ уничтожаеть, то, очевидно, что примфняя такой 
же премъ послфдовательно къ каждому изъ радикаловъ, 
мы исключимъ ихъ всЪ. 


Примтръ. Уничтожить радикалы въ знаменатель дроби 
15 
уто-узо--уз0—у5—У80 ° 


Отбираемъ въ знаменател$ вс члены, содержаше мно- 
житель У5. Получаемъ: 


15 Се 15 
у10-Рузоу40—у5—у80  уБсуз-еуя- 
О ИВ 
= уз ИКИН- 


60, 7/римчане Т. Какъ практичесюй пруемъ, рекомен- 
дуется начинать всегда исключене съ ббльшаго радикала, 
такъ какъ вычисленя въ этомъ случаЪ будуть проще. 


Примъчане 11.° Придерживаясь вышеуказанныхъ об- 
щихъ правилъ, не надо упускать изъ виду, что желательно 
упрощать вычисленя во всфхъ возможныхъ частныхъ 
случаяхъ. 


Для примЪра исключимъ иррацюнальность въ знамена- 
тел дроби: 
И 1 
—унрув-у 


у 


бы 


Преобразуемъ эту дробь. такъ: 
1 
2— уз уз уз. Буа 
1 = 1 в 
Уз(уз—П-РУ15СУЗ—Н  (у2+у15) (УЗ —1) 


_ @-узачу». 
26 


Очевидно, что, благодаря употребленному нами искус- 
ственному прёему *), вычисленя упростились сравнительно 
съ общимъ случаемъ исключешя четырехъ радикаловъ, 
приведеннымъ подъ №7 ($58). 


.61. Изъ случаевъ, когда въ знаменатель дроби солер- 
‚ жатся радикалы степени, выше второй, разсмотримъ только 
ТЬ, когда знаменатель представляеть одночленъ или дву- 
членъ. к 


1. Знаменатель—одночленъ: 


1. гв - Умноживъ обЪ части дроби на Ут, полу- 
Уз 
». 
то туа”"* 
ЗИ: д . 
Уа 
з 
2 т _т Ут РУ 
РОИА 86 
ауь 


Примтчана. Не надо опять таки упускать взъ виду, что слФлуеть 
пользоваться всевозможными пр!емами для облегчешя вычислен!й. Напр., 


5 ви ай 


, ЗЯЙА ДЕТ г 
У12 уз. ЕЕ 


*) Подобное упрощеше возможно всегда, если знаменатель состоитъ 
изъ четырехъ радикаловъ Уа--Уб--Ус--У@4, причемъ числа а, 6, с, 4 
составляютъ геометр. пропорцию (т. е: а. 6—6. а). 

5“ 


Ав В ^^ 


П. Знаменатель—двучленъ. 

Если знаменатель дроби представляеть сумму или раз- 
ность двухъ радикаловъ какого угодно ‘порядка, то ихЪ 
всегда можно привести къ общему показателю корня. Та- 


кимъ образомъ, знаменатель всегда будетъ вида Уа+ уь. 
Разсмотримъ здфсь 2 случая. 

1. Знаменатель представляетъ разность двухъ радикаловъ, 
такъ что дробь имфетъ видъ: ы 
; , У=— УЗ 

Пусть Уа=я, Уб=у; тогда а==2”, =”. При вся- 
комъ и—четномъ, или нечетномъ, имфемъ ($ 11); 

ое аи ый зу...) 
Подставляя сюда вмфсто 2 и у ихъ значеня, найлемъ: 


О ® ь ъ ъ " 
аль (ууу у... вуза УР]. 
Это равенство показываетъ, что если числителя и зна- 
менателя данной дроби умножить на величину, стоящую 
въ прямыхъ скобкахъ, то знаменатель обратится въ раш!о- 
нальное выражене а—5. Слфл., 


т жа: У... .. ум ] 
—_= Е * 
Уа— у 
2. Знаменатель представляетъ сумму двухъ радикаловъ. ` 
СлЪд., дробь иметь видъ: „——„— 
уу 5. 


ЗдЬсь надо разсмотрЪть 2 случая: 
в) Показатель корня ®—число нечетное 
В) > » п— » четное. 

а) п=#-|-1. 

Въ этомъ случаЪ, зная, что сумма нечетныхъ степеней 
двухъ количествъ дфлится безъ остатка на сумму первыхъ 
степеней тьхъ-же количествъ ($ 11), пишемъ: 


арен А-а... ву чну-]. 
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„ ” 
Подставляя въ это тождество 'Уа вм$сто си У вмЪсто у, 
получаемъ: 


а зе * 2 ” 
а-5— (ау Зуи Е а УР | р 

Послфднее равенство показываетъ, что если оба члена 
данной дроби умножить на величину, стоящую въ прямыхъ 


скобкахъ, то знаменатель обратится въ ращональное вы- 
ражен!е а-6. СлЪд., при п—нечетномъ имфемъ: 


п п[Уужьужа у... РУжНИИН] 


уу ыы 


В) Показатель корня четный, т. е. п=2%. 


Въ этомъ случаЪ, можно употребить одинъ изъ двухъ 
премовъ: 

г Умножаемъ числителя и знаменателя данной дроби 
и на сопряженную величину знаменателя, послЬ 
Уа-+уг 

Ук 
"(У=—У») 
чего получаемъ: —, ——х —,т. е. теперь въ знаменатель 


Уа- --Уь 
находится разность ‘двухъ радикаловъ, преобразуемая, какъ 
указано выше. Или же: 


2) Замфчая, что разность одинаковыхъ четныхъ степеней 
двухъ количествъ дфлится безъ остатка на сумму первыхъ 
степеней тъхъ же количествъ ($ 11), имфемъ: 


И. ИЯ 
ЧУ уы= й=|, 


и слБд., при в четномъ получимъ: 


п пу... Ум. 
а УЗ Е 


61а. Укажемь еще общий премь уначтожешя ирращюнальности 
въ знаменателЪ, представляющемъь алгебраическую сумму трезь 
хубичныхь радикаловъ. 


Для этой цьли служитъ слдующее легко пров ряемое тождество: 
зи" — Зтуе(е-ну-я) Ну —шу—же—уг) *) 
Пусть данная дробь имфетъ видъ: 
т 
з з о 
анус 
3 3 3 
'Обовначаемъ `Уа=е, 'Уб-=у, `Ус=2 и подставляемъ эти значеня 
въ вышенаписанное тождество. Получаемъ: 


ао ву ав Сиам ивчеиичия ль 
— у ав — У | 


Отеюда ясно, что, умноживши числителя и знаменателя данной 
дроби на выражен, стоящее въ прямыхъ скобкахъ, получимъ дробь, 
равную данной: 


8 8 8 3 8 з 
ту уй-- уе у уж УМ. 
ь арфе Зуаве 
Если произведен!е абс случайно окажется точнымъ кубомъ, то 


преобразован! е окончено; въ противномъ же случаЪ переписываемъ 
знаменатель въ видь 


у (а — У та, 


поел чего остается еще уничтожить разность двухъ кубичныхъ 
радикаловъ, что мы уже умфемъ двлать на основан предыдущаго 
параграфа. 


Примьръ. Уничтожить ирращональность въ знаменатель дроби 
1 
О Не ЗО" 
У2-+ У6- ув 


*) Имфемъ: лев. часть—(@-Ну)(2—гу-Ну")-|- 2 —Зхуг=(2--у-- 2) — 
—ву- у) (зу) — Вауг(еу-2)(аз- уу) —227—вут—Этуг-- 
+ ечнуаая учу -рае* (-нучаке-ну-На) (а —ву-у)-нае-а-- 
ЗНИХеё--ууна(е-ру+з) ой вуу-нл—г2—гу)=прав. части. 


Е ИВ 
Пусть У, ви, Ува ры эти значен:: х, уиз 
въ тождество 
ау — Вау (е-ну-е)(ай-ру 2 зу а2—у2,, 
получаемъ: 
2-+6-- 18-8 3.61 ОУН ГУ4--у36-+- уза4— 
У 12—у36—у 108]: 


Слздовательно, умножая оба члена данной дроби на величину, стоя- 
щую въ прямыхъ скобкахъ, найдемъ: 


1 уе иныуи уму 36—у 108 
Узуенив 


-62. Примбры. Уничтожить иррашональность въ знамена- 
теляхъ сл5дующихъ дробей: 
С 1 А Е 
у У2--УзЗ-У5” Зуб 55 
_иа- м —90. 


я 228 а У2=— Уз) _ 
Уз--У2=-НУз 22у2 
= У=-НУ2х —У3х. 
т ув у7а__ _У1750/3+ У—_ 
“УГУ: Уз—0/8—0— и. 


ув УЖИН Пу 1, 


з з з 
И НОУ уу 6-9). 
У2- Уз 
* 
у. ИВА _ва-у9— 851— ив) 1+ У5 _ 
уг 1 ыы 


=цув-пачу5 


. УЕ. я „лев. \ 


уз и8— 73 


х 

ы Щ_50/—и3) 5(2 уз уу й 
ДЕТ, 9 

уп УТЮ 

4 4 4 5 5 5 5 
УШ. =_= 24—18 10). 
туз У 

тх. 1 1 Ц уф 


Я р уз — уз 
95а куз) 


85 35 
узуаунуе — Узуауз. УЗУЗ. 4 
35 _35 
8 3 8 3 з з з 
Узи--У8--Уза--у — (УЗУЭ а+и9 


а зуб унии 4и Е 
Е, РТ ие 


5 8 АЕ з ЕЕ вы | В з нех. 
зи фив-иви Уз). 
Примтчаще. Премомт, указаннымъ въ ршени послфд- 
ней задачи, можно всегда уничтожить вт, знаменатель сумму 


четырехъ кубичныхъ радикаловъ Уа--У $ --Ие-НУ&, если 
только числа а, 6, с, 4 составляютъ геометрическую пропор- 
цию, какъ это и было въ данномъ случаЪ: 3 : 9=4 : 12. 


ГЛАВА У1. 
1. СВОЙСТВА ВЫРАЖЕНИЯ 4”. 


.63. Если въ выражени 4” показатель степени 2 есть 
число цфлое или дробное, положительное или отрицатель- 
ное, но только рашюнальное, то смыслъ этого выраженя 
вполнф понятенъ. Въ самомъ дфлЪ, если 2 есть число цЪ- 
лое и положительное, то 


т разъ 


Ыб И 
т. е. оно равно произведеню 2 множителей, равныхъ а. 


Если х есть число цфлое отрицательное, то выражеше 
это представляеть дробь, числитель которой равенъ еди- 
ницЪ, а знаменатель равенъ а, въ степени, показатель ко- 
торой есть положительное число (—2). 


эт 
Если & есть дробное положительное число вида ("), 


тдф т ия цфлыя и положительныя числа, то выражене 


а” равносильно корню я-овой степени изъ т-овой степени 
зисла а. 


т 
Если = есть дробное отрицательное число вида (- ый 


гдф ти п цБлыя и положительныя числа, то а”==а =: 


Если же въ выражени а” показатель степени х есть 
число несоизмиьримое, то выражене это нуждается въ нф-, 
которыхъ опредфленяхъ, которыя будуть сдЪланы впо- 
слфдстви. 


Вь дальнюйшить разсужденяхь будемь считать а числомь 
полощительнымь, не равнымь единиць, м будемь разсматривать 
только вещественный и положительныя значения корней. 
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64. ТЕОРЕМА |1. 4) Положительныя степени числа, большаго еди- 
ницы, суть числа, бёльшя единицы. 

В) Отрицательныя степени числа, большаго единицы, суть числа 
меньшя единицы. 


А. Пусть въ выражеши а” число а>1 и 2>>0. 
Разсмотримъ 2 случая: 

а) 2—число цфлое, 8) 2—число дробное. 
а) Если ®—число цфлое, то 


са а ь а. а, 


5. < разъ 
т. е. а” равно произведению 2 множителей, изъ коихъ ка- 
ждый больше единицы. Слфд., ясно, что въ этомъ случаЪ 
и все произведет, т. е. а”>1: 


5) Если 2—число дробное, равное, напр.» >, гдф тив 


„я 
цфлыя и положительныя числа, то а”==а"==И‘а”. Подко- 
ренная величина а” >> 1, на основаши предыдущаго, а ко- 
рень цЪфлаго положительнаго порядка изъ числа большаго 
единицы всегда больше единицы *), слЪд., а* > 1. 

В. Пусть теперь а >1 ия 0. 

Если 2—число отрицательное, то (—2) есть число положи- 
тельное, а потому изъ предыдущаго пункта мы знаемъ, что 


а“ >ь 


1 1 
но а * = =; слЬдов., = > 1 откуда а* < 1. 


65. ТЕОРЕМА И. 4) Положительныя степени числа, меньшаго еди- 
ницы, суть числа, меньшя единицы, 

.В) Отрицательныя степени числа, меньшаго единицы, суть числа, 
бдльшя единицы. 

А) Пусть въ выражен!и а” будеть а<1из>0. 

а " 

*) Въ самомъ дьлЪ, допустимъ противное, и пусть У 4, тдз АТ и 

т— положительное число, будетъ меньше единицы. Возвышая 06 части 


” 
неравенства /Я<1 въ 7-овую степень, получимъ А<1, что противорзчить › 


условю. 
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з 1 
Если а<1, то ме 1, а потому къ числу —а_ Можно 
примфнить предыдущую теорему ($ 64), т. =. можно на- 
писать: 


. 

(1) >, или и 1, откуда а" < 1. 
$] 

В) Если а<1 и х<0, то очевидно, т > [В слБд. на 


основан!и теоремы предылущаго параграфа имфемъ: 


[1 | <ь или ъ<ь слЪд., "> 1. 


- 
66. ТЕОРЕМА ||. При возрастани показателя степени 2, величина 


выраменя а” возрастаеть, если а больше единицы, и убываетъ, если 
а меньше единицы. 


Пусть р_>4; требуется доказать: 
1) а? > ай, если а> 1. 
3) а? < 01, еслиа< 1. 
1. Такъ какъ р>4, то р—4>0; слЪдовательно, при а>1 
на основани $ 64 имфемъ: 
2-91, или ГО т.е. аа. 
2. Если. же а< 1, то на основани $ 65 имфемъ: 
а? < 1, или < 1, т. е. а? а4. 
67. ТЕОРЕМА ПУ. Если ‘а не равно единиц, то всегда можно 
удовлетворить неравенству 
“> А, 
гдБ А данное положительное число, сколь угодно большое. 
ПодраздБлимъ доказательство на 8 случая: 
1) еслиа> и П) если а<1. 


Е 


1. Что при а>1 величина выраженя 4” возрастаеть съ 
увеличетемъ показателя =, мы уже знаемъ изъ предылущаго 
параграфа. Но изъ того, что выражеше 4" возрастаетъ при 
увеличен!и 2, нельзя еще выводить заключения, что оно 
можеть быть сдфлано сколь угодно большиьиъ, больше любого 
числа А,—это нужно еще доказать. 

Пусть а превышаетъ единицу на положительную вели- 
чину №, такъ зто «—1=/. Умноживъ лЪвую часть этого 
равенства на а, получимъ неравенство: а*—а> 1, и про- 
должая подобное умножен!е, получимъ цфлый рядъ не- 
равенствъ: 


а—1 = 
аа—а > 
а —а>ё 
а*—@'>Ё 
а — иЗЪЬ. 
а— а >ь 


Складывая всЪ эти неравенства, получимъ въ лЪвой 
части а“—1, въ правой же части слагаемое ® повторится # 
разъ, т. е. будетъ #й. 

Очевидно, что сумма 2 слагаемыхъ, изъ коихъ одно 
равно №, а остальныя (2—1) больше чфмъ #, будеть болфе, 
чфмъ /х, т. е. 

а" —1>> к, или 
а>1е-1. - 

Пользуясь неопредфленностью числа =, подберемъ его 
такимъ образомъ, чтобы правая часть послфдняго неравен- 
ства обратилась въ 4, или въ число, большее чфмъ 4, т.е. 


ятобы а 
№-1>А, 
откуда => .. А ОА). 


Понятно, что взявъ для = такое значене, получимъ а* >> 4. 
Итакъ, для удовлетвореня неравенству а” >> 4, доста- 


точно выбрать показателя степени =, равнымъ, или болЪе, 


А А—1 


чфмъ , Т.е. чёмъ 


И 


Примтры. 1. Найти показателя степени 2, при которомъ 
величина выраженя (1,001)" будетъ болфе 400. 
Здфсь #=0,001; 4—400, а слЪд., для х достаточно взять 
величину, большую, или равную 
400—1 
0,001 
Сльд. (1,001)° >> 400, при &>> 399000. 


2. При какомъ х удовлетворяется неравенство 
(1,08)*>50092 


— 399000. 


Отв. При # > о т. е. при & >> 166700. 

И. Пусть а будетъ меньше едияицы; тогда >, ислБд., 
къ величин можеть быть примфненъ предыдущий выводъ: 
т будетъ больше 4, при всЪхъ значешяхъ =, большихъ 


А—1 1 
или равныхъ ——, гдЪ по предыдущему равно | —). 
А— А—1 
а УЕ 
} >А, или а >А. 


1 
Итакъ, | 
Отсюла мы видимъ, что для удовлетворешя неравенства 
"> А, при а<\1, достаточно для показателя степени г 
вычислить численное значене по формулЪ: 
А—1 
>: 


=-—1 
и взять это значене со знакомъ ‚минус. 


68. По поводу формулъ, полученныхъ въ предыдушемъ 
параграфЪ для вычисленя 2, удовлетворяющаго неравен- 
ству 4” А, надо замфтить, что эти формулы дають всегда 
очень преувеличенный результатъ. Напр., найдемъ, при какихъ 
значеняхъ х удовлетворяется неравенство 21* >> 401. Вы- 
числяя 2.по формулЪ (П) предыдущаго параграфа, имфемъ: 


арт, т, е. > 20. 
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Въ дЬйствительности же ясно, что неравенство это на- 
чинаеть удовлетворяться даже при >22, ибо 21*—=441>>400 
Такимъ образомъ, пользуясь этой формулой, всегда надо 
помнить, что получающёйся результать представляетъ зна- 
чене для 2 безусловно достаточное, но что возможно обой- 
тись и съ меньшимъ численнымъ. значешемъ 2, которое 
можно точно вычислить при помощи логариомовъ изъ 
формулы 


Для примфра, вычислимъ при помощи пятизначныхъ 
таблицъ, точное значеше 2, удовлетворяющее неравенству 
(1,001): > 400. 


Имфемъ: 
40400 
=> 5 00т 1091.001° 
По таблицамъ находимъ 
104400=9,60206, 
1001,001=0,00043, 
и слд., 
2,60206 
2 0.00043 › т.е. > 60513. 


РЬшая этоть же вопросъ по формулЪ (1), мы получили 
выше х > 399000. 

Разница, какъ видно, громадная. 

Итакъ, выводы 6 67 имфютъ большое теоретическое зна- 
чеще, какъ доказываюцие возможность безусловно всегда, 
при а неравномъ единицф, удовлетворить неравенству 
"> А, но для практическихъ примфненй формулы эти 
имфють смыслъ только тогда, когда требуется самое грубое 
приближенное значеше 2; въ случаяхъ же, требующихъ 
точнаго опредфленя 2, надо прибЪфгать къ помощи лога- 
риемическихъ таблицъ. 


69. ТЕОРЕМА У. Если а не равно единицЪ, то всегда возможно 
удовлетворить неравенству 
4" < в, 
ГДБ = напередъ заданное положительное число. сколь угодно малое. 
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Въ самомъ дфлЪ, по условию теоремы, а не равно еди- 
т 
ницЪ, а потому и —; Тоже неравно единиц$. Слъдовательно, 


по теоремЪ 1 ($ 67) заключаемъ, что всегда возможно подо- 
брать такое значеше показателя степени 2, что величина 


с ЗО 
выражен1я (5) будетъ превосходить всякое, напередъ за- 
данное, положительное число, какъ бы оно ни было велико. 


Поэтому мы можемъ всегда удовлетворить неравенству 


какова ‘бы ни была величина е, подобравши соотвЪтствую- 

щее значене 2 по способу, указанному въ 9 67. Но если 
: А 1 

# >. ю<ь 


т. е. теорема доказана. 


70. ПРИМЪРЫ. При рьшени числовыхъ примфровъ на 
нахожден!е значешй 2, удовлетворяющихъ неравенствамъ 
а">А и а*<е, надо руководствоваться слЪлующими сообра- 
жешями. Всф подобныя залачи могуть быть подведены 
подъ одинъ изъ слБдующихъ четырехъ типовъ: 


1. Уловлетв. неравенству а*> А, при 4>1; 
2; > » а”>А, при а< 1; 
3. » » а‘ в, при @а>1; 
4. » » а" ев, при а<1. 


Для каждаго изъ этихъ случаевъ, разумфется, нетрудно 
вывести соотвфтствуюния формулы и рЪфшать подобныя 
задачи непосредственнымъ примфнешемъ ихъ, но подоб- 
ный способъ былъ бы нерашоналенъ, такъ какъ всф эти 
формулы очень похожи одна другую и легко могутъ быть 
перепутаны. Поэтому несравненно удобнЪе поступать такъ: 
запомнить всего лишь одну формулу (1 изъ $ 67, а именио: 


При 4>1 неравенство 4*>>4А, удовлетворяется, если 


а 


вот 


и приводить вс\; остальные случаи къ разсмотрЪнному, при 
помощи элементарныхъ преобразован, видныхь на слф- 
дующихъ примЪрахъ. 

1. При какихъ значетяхъ 2 будетъь удовлетворено не- 


равенство: 
(1,2)>500. 


Такъ какъ здЪсь а>1 и знакъ неравенства >>, то задача 
рьшается непосредственнымъ примфнешемъ формулы (1). 
Такимъ образомъ, находимъ: 


500—1 
21 9—т’ или 22495. 


2. Разыскать значешя =, удовлетворяюця неравенству: 
19). 
п >1000. 


Въ данномъ случаЪ неравенство имфетъ желательный смыслъ 
(т. е. знакъ его >>), но а<1. Чтобы подвести этотъ при- 
мфръ подъ имфющуюся формулу, переписываемъ его такъ: 


20)". 
(5 ож, 
послЪ чего изъ формулы (Г) находимъ: 


числ. ном. т, или числ. знач. 2218981. 


Итакъ, отвфтомть на предложенную задачу служать нера- 
венства; 
числ. знач. х>18981; < 0. 

3. При какихъ значешяхъ 2 будеть имфть мЪсто нера- 

венство: 
(1,0001)*< 0,1? 

Такъ какъ неравенство имфеть не тотъ смыслъ, что нуженъ 
лля примфнешя формулы (1), то прежде всего переворачи- 
ваемъ обф части его. Получается: 


(от) 


10001 >. 


даа 


Км. 


ь. 
- 


о 


Остается еще переписать его такъ, чтобы а было больше 
единицы, что достигается очень просто при помощи отри- 
цательныхъ показателей: 


(1,0001)-=>10. 


Примфняя теперь формулу (1), находимъ: 


числ. знач, х > ве Т’ ИЛИ чел. знач. 2290000. 


1,0001— 


Итакъ, для удовлетворен!я прелложенному неравенству, до- 
статочно. соблюсти требования: числ. знач. 2290000; 2<<0. 


4. Разыскать 2, удовлетворяющее неравенству: 


(0,99) * < 0,03. 
Переворачиваемъ обЪ части: 
‚оо "1. 
99 $ 


и примфняемъ формулу (1: 


Изъ продБланныхъ примфровъ видно, что способы рфше- 
в1я всфхъ подобныхъ задачъ заключаются въ слфдующемтъ: 
прежде всего смотрятъ, имфетъ ли неравенство желательный 
смыслъ (т. е. знакъ >>), и если нФть, то переворачивають 
обЪ его части; потомъ смотрятъ на имфющееся *) значеше 
а; если а>1, то примфняютъ формулу (1) непосредственно; 
если же а< 1, то предварительно прибфгаютъ къ отрица- 
тельнымъ показателямъ степени, т. е. вмфсто 4” пишутъ 


—= 
(0 ‚ послЪ чего 1 >ьи слБд., можно примфнить фор- 


мулу (1). 
Приводимъ еше нЪфсколько примфровъ для самостоя- 
тельныхъ упражненйй. 


*) Посл® переворачиваня, если оно понадобилось. 
П. Шытленичь. Пополн. къ Алгебрь“, 6 
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При какихь значейять ® будуть удовлетворены неравенства: 
5) (31? Отв. Числ.зн. 22240; г<0. 

6) (1)>24012 Отв. Числ. эн. 22200; &<0. 

7) 5*>100000? Отв. я". 

8) (0,1)*<0,000032 Отв. а. 

9) 17°; Отв. Числ. зн. г; 20. 

10) (ви? Отв. п'зию. 


71. ЛЕММА. При а, неравномъ единиц, перемфнное число вида 
ем 
а”, гдЪ п есть цфлое положительное число, безконечно возрастающее, 
стремится къ предфлу, равному единиц. 


Разсмотримъ 2 случая: 
Т) Число а больше единицы, и []) число а меньше единицы. 


Е 

1. Число а> 1, и слБд, на основами $ 64, иа” > 1. 
1 

Разсмотримъ разность [5 — 1). 


На основан!и $ 11 можемъ написать: *) 


Знаменатель полученной дроби, т. е. 
ее ег 
ата" +... а" Ча" {т 
представляетъ собой сумму ” чиселъ, изъ коихъ послфднее 
равно 1, а всЪ остальныя ($ 64) больше единицы; слфд., 
знаменатель этотъ больше #. 


Если въ правую часть выражен я (А) вмЪсто 
к 


п Ее раза 


+ Нема лоне ое га 


Дата, откуда и вытекаеть равенство (4). 


з 
} 


А 


т 


подставимъ меньшую величину п, то равенство нарушится, 
и правая часть сдлается больше лЪвой, слЪд., 


1 


а 


а—1 
тва 


ИСО: 


а—1 
Но дробь —„_, при безграничномъ возрастав!и и, мо- 


жеть быть сдфлана сколь угодно малой; для того, напр., 
чтобы она была менфе в, гдЪ ® любое, напередъ заданное 


а—1 
число, достаточно взять п >> ——, что всегда возможно, 


ибо по условшю п возрастаегъ безконечно. Итакъ, неравен- 
ство (В) показываетъ намъ, что разность 


1 


(. т ых можеть быть сдфлана «в, 


гдЪ е любое, напередъ заданное число, а это и значитъ, 
что 
А 
ат. 


пред. (; т 
и. Если а}, то (:)> + 


(Слфд., на основан и только что доказаннаго, можно на- 


писать: 
1 


> 
пред. (.) —1. 
а |п-=оо 
Но дробь можетъ стремиться къ единиц только тогда, 
когда въ предфлЪ знаменатель дфлается равнымъ числителю, 
слЪд. 


1 
== что и тр. док. 
и=со 


пред. (. 


72. ТЕОРЕМА \1. Если въ выражени а” показатель степени 2 


_получаеть безграничный рядъ ращональныхь значенй, стремящихся 


къ нулю, то величина всего выращешя а” стремится къ предфлу, 
равному единиц. 
© 


Другими словами, всегда. возможно удовлетворить нера- 
венству; : 
чиел. знач. (а*—1)<е, 
10% ев любое положительное напередь заданное число, сколь 
угодно малое. 


По услов!ю теоремы х стремится къ нулю. 


1. Предположимъ сначала, что л стремится къ нулю, 
принимая рядъ безконечно убывающихъ положительныхь 
значенй 


О ПРЕ. 


Каковы бы ни были эти значен1я, всегда возможно для 
каждаго изъ нихъ, напр., для 2,„, найти такое цфлое и по- 
ложительное число п что р 


Е 48) 


п, ты 
причемъ по мЪрЪ ат =, знаменатели (п,) и (п-|-1) 
безпредфльно возрастаютъ. 
Если а>1, то на основаши $ 66 имфемъ: 
е се 
а? >а? или, а "—1) > (а ?—1). 
Но по леммф предылущаго $ 71, по мфрЪ возрасташя 


п„, разность: 
1 


а") 
можетъ быть сдЪлана меньше любого, напередъ заданнаго 


числа е, какъ бы мало послфднее ни было, а слтд., и подавно 
при безконечномъ уменьшени 2, й 


1<е. 


*) Пусть, ей и числителя и знаменателя на 17, 


получим: =; очевндно, что Вн>=> в п" 


тнй 


ве 
Если же а< 1, то на основан! и того-же $ 66 имфемъ: 


1 1 
Рек И 
а ’< а", или числ. значен. (а 1) < числ. значен, а 1), 
гдЪ правая часть по предыдущей леммЪ можетъ бытьсдЪ лана 


р 
сколь угодно малой, а слфд., и въ этомъ случа$ а? —1< в. 

и. Если показатель степени х численно стремится къ 
нулю, принимая рядъ отрицательныхь значенйй 

2, М, у... Я. 
то числа 
(—2), (2), (—2,),.: 4. С)... 

будуть тоже стремиться къ нулю, но принимая рядъ по- 


ложительныхъ значенй, а потому, на основан!и только что 
доказаннаго, имфемъ: 


пред. (а-*)—1, или пред. (=) =1. 


Но дробь можетъ стремиться къ единицф только тогда, 
когда въ предфлф знаменатель дфлается равнымъ числи- 
телю; слЪд, 

пред. (а”) = 1, что и тр. док. 

73. ТЕОРЕМА У!. Соизмфримому показателю степени х въ выра- 
женм а” можно. придать столь малое приращеше, что величина всего 
выраженя измфнится сколь угодно мало. 

Другими словами, возможно удовлетворить неравенству: 

числ. знач. (а“*"—а”) в. 
Имфемъ: 
числ. зн. (а”""—а”)— числ. зн. а”(а"—1). 
Если приращеше т, приданное показателю 2, безко- 


нечно мало, то на основаши теоремы УТ ($ 72) выражение 
(а"—1), а слЪд, ($ 34), и все произведеше 


а".(а"—1) 


можеть быть сдфлано меньше любого, напередъ заданнаго 
числа ®, какъ бы мало послЪднее ни было. 


74. Посльднее свойство ($ 73) выражешя а” чрезвы- 
чайно важно, такъ какъ оно показываеть непрерывность 
функши а“. Въ самомъ дЬлЪ, если въ выражени у=а” все 
время увеличивать показателя степени 2 на величину без- 
конечно малую, то, согласно этой теоремЪ, у будетъ увели- 
чиваться также на величину безконечно малую, а потому 
если 2, непрерывно возрастая на безконечно малую вели- 
чину, пройдетъ черезъ ВСЪ промежуточныя значения, заклю- 
ченныя, напр., между 2, и т, причемъ 

ау, 4” =у., \ 
то при этомъ и у пройдетъ тоже непрерывно черезъ ВСЪ 
промежуточныя значеня, заключенныя между у, и У..' 

Такъ напр., мы знаемъ, что 10*—100 и 10*—=1000. 

На основани доказанной непрерывности функщи а*, 
мы можемъ заключить, что если показателя степени при 
10 измЪнять между 2 и 3, постепенно придавая ему каж- 
дый разъ лишь безконечно малыя приращения, то все вы- 
ражеше 10°, измняясь каждый разъ тоже на величину без- 
конечно малую, пройдеть последовательно непремтьнно через всть 
значеня, лежаиёя между 100 и 1000, т.е. будеть напр. 
моментъ, ‘когда 10?* будетъ равно 321, будеть моментъ, 
когда 10***, будеть равно 897 и т. д. Свойство непрерыв- 
ности функии а” чрезвычайно важно для строгаго обосно- 
вашя теор!и. логариемовъ, какъ это видно изъ $ 79. 


75. Поняме о выражени 4”, при х несоизмфримомъ. Поло- 
жимъ, что мы имфемъ несоизмфримое число =, опрел$- 
ленное на основани $ 42, какъ предфль двухъ рядовъ 
ращональныхъ чиселъ: 

Е Я АНИ 2; - (1). 


ИН ЬИ (Г). 
причемъ разности соотвфтствующихъ членовъ обоихъ ря- 
довъ 

($:—2,); бу-аа); -  ы....., 
по мфр$ увеличевя значка я, численно уменьшаются и 
могуть быть сдфланы сколь угодно малыми. 


2.187 — 


Такъ какъ числа ть 2, ....Ё, 6. . рядовъ (1) и (Г) суть 
числа рацональныя, то мы имфемъ право возвысить а въ 
степени 2, х,...&, &...., ибо значеше выражен!я 


а", гдЪ = число соизмфримое, намъ извфстно. Получаемъ 
такимъ образомъ 2 новыхъ ряда: 


а, ай, а*3, 


о (1). 
ана, аз, ная ея (п). 


Разности соотвфтствующихъ членовъ обоихъ рядовъ 
могутъ быть сдфланы сколь угодно малыми. 


Въ самомъ дл, эти разности суть: 


Я ой 


Общ видь разности есть: 


5 2 С и ] 

а —а =а [а —Ш... @). 
Но числ. знач. (и—2), при достаточно большомъ я, можетъ 
быть сдфлано сколь угодно малымъ, а потому на основани 
теоремы УТ ($ ое заключить, что численное зна- 

-—4' 

чеше разности (а ы тЫ можеть быть сдфлано меньше 
любого числа е, а слЪдов., и вся величина выражения (4), 
какъ произведене величины конечной на величину безко- 
нечно малую, можеть быть сдфлана сколь уголно малой, 
меньше любого, напередъ заданнаго числа ® (\ 34). 


Итакъ, ряды (П) и (П’)), стремятся къ общему предфлу. 
Этот» общий пребъль чисель обоижь рядовъ и разсматривается, 
пакъ чиело а въ степени, показатель зоторой есть несоизмтери- 
мое количество 2, и обозначается знакомъ @. 


76. На основани предыдущаго параграфа, мы можемъ 
сдфлать сльдующее опредфлене: 


Число съ несоизмфримымъ показателемъ степени есть общ пре- 
дфль двухь рядовъ, члены которыхъ представляють собой то-же число’ 
въ соизибримыхь степеняхъ, стремящихся къ предфлу, равному дан- 
ному несоизмфримому показателю степени, 


Во тех \ 
88: — ‹. 
ы ` „№ 
77. Выяснимъ для примЪра значен!е выраженяа . 
Такъ какь У 6==2,4449....., то ряды, стремянщеся 


къ предфлу, равному У 6, суть: 
2; 2,4; 2,44; 2,449; 2,444 ..... у ео 
+ 
3; 2,5; 2,45; 2,450; 2,4495 ..... 


Уз х 
Слъд. а есть обций предфлъ двухъ рядовъ: 
а® а; а зе а за. а м“ СЯ Уз (1). 
4 
аа ам, ов (2). 


Обший видъ разности соотвЪтствующихъ членовъ обоихъ. 
рядовъ есть: Я 
244949... -[ 16% ] ь 
а „ра —1], 


т. е. можетъ быть сдфланъ сколь угодно малымъ. 


ГЛАВА УП. 
ЛОГАРИОМЫ. 


78. ИмЪя уравнеше №М=а”, можно предложить себЪ три 
вопроса: › 

1°. По даннымъ: основан!ю а и показателю 2 вычислить 
а", т. е. число № дЪйстые это называется возвышенемь 
числа а въ х-овую степень. 

2°. По даннымъ: числу М и показателю степени 2 найти 
основане а. Дъйстве это называется извлеченемь корня и 


обозначается: а= И №. 

3°. По даннымъ: числу № и основан!ю а найти показа- 
теля степени 2, въ каковую степень надо возвысить основаше 
а, чтобы получить данное число №. ДЪйстве это называется 
‘нахожденемь логариема числа №, при основани а, и обозна- 
чается: 2=09,М. 

Итакъ, логаривмомь числа №, при основаны а, называется 
показатель степени, въ которую нужно возвысить основане а, 
для полученя данназо числа М. 


Еве 


78а. Для рьшеня многихъ задачъ на логариемы по- 
лезно замфтить сл5дующее свойство. 


Пусть существуеть равенство 
о Ен... а) 


На основани опредфлешя поняйя о логариомЪ, это 
равенство равносильно такому: 


ж=09,М. 


Подставляя это значеше вмЪфсто а въ равенство (1), 
получаемъ тождество: 
109 № 
ЕЕ 


Примфры. 6" =; ()^.®-=*, пои 15 ит. д. 


79. ТЕОРЕМА. При положительномъ основан!и, неравномъ единицЪ, 
всякое положительное число имфеть логариемъ, и притомь только 
одинъ. 

Разсмотримъ 2 случая. 

1. Основан а больше единицы. 

Возьмемъ выражеше а* и придадимъ въ немъ показателю 
степени 2 рядъ всевозможныхъ значенй отъ—оо до -- ©: 


а Вис ре 
Выражеше а” приметъ соотвЪфтственно значен!я: 
1 1 1 
(4) О АХ о О ВЯ 


представляюция собой возрастающую геометрическую про- 
гресспю. Возьмемъ какое угодно положительное число М. 
Очевидно, что, или въ ряду (4) найдется какое нибудь 
одно число, а"=М, и тогда г=109, №, или же М будеть 
заключаться между какими нибудь двумя смежными зна- 
ченями, напр., между 

аР и аР*. 


Если обозначимъ 
аР=уи а? —у,, 
то "> И>у. 


ня 


Придавая показателю степени р послфдовательно рядъ 
значешй оть р до р--1, отличающихся другъ отъ друга 
на безконечно малую величину, мы будемъ получать для 
У рядъ возрастающихъ значешй оть У до у, отличаю- 
щихся другъ отъ друга, вслфдств!е свойства непрерывности 
показательной функщи а”, тоже на величину безконечно малую 
($ 74). Сльдовательно, если показатель степени & пройдеть 
черезъ всф значенйя, лежащея ‚между р и р--1, то и функ- 
щя 4°, измЪняясь послфдовательно на безконечно малую 
величину, пройдетъ также черезъ вс значенея между у и У, 
а потому всегда найдется такое одно и, очевидно, только 
одно, значене показателя степени, напр. &, лежащее между 
ри Р-|-1, для котораго 

ай = М, т. е. 04,М =, 
|. Основане а меньше единицы. 


1 РУ 
Если а<1, то-„- >Ь и потому къ а ПРИМФНИМО толь- 
ко что доказанное, т. е. каково бы ни было положительное 
число №, всегда или найдется такое ифлое число т, что 
И. — 


г 
(.-) =—=М, иииа =М, 


откуда 1№ю9,М = —", или же м будеть ЗакиючатаН между 
у 1 ,. 

двумя смежными значенями Е и (:) ‚и тогда, раз- 

суждая подобно предыдущему, увидимъ, что всегда най- 

ддется одно, и только одно, число А, заключенное между 


ри р-1, для котораго 


1)^ —* { 
с =М, или @ = М, т, е. 109, М=— К. 


Итакъ, теорема доказана. 


80. ЗамЪтивъ, что при основани а, болышемъ единицы, 
у 


1 
= в=ъ = а’—=1; а = со, заключаем: 
1. Если въ выражени 4”, гдЪ а>1, показатель степени 
2 принимаеть каюя ни есть отрицательныя значешя отъ 
— <> до 0, то величина всего выражен!я принимасть рядъ 
положительныхъ значенй отъ 0 до 1. СлБд., 


ее 


При основанм, бдльшемь единицы, логариемы чисель, меньшихь, 
единицы, отрицательны. 

2. Если показатель степени 2 принимаетъ как1я ни есть 
положительныя значешя отъ 0 до +02, то величина выря- 
женя а” принимаеть рядъ положительныхъ значеншй отъ 
1 до с. Слфдо 

При основан, большемь единицы, логариемы чисель, большихь 
единицы, положительны. 


81. Замтивъ, что при основани а, меньшемъ единицы, 
1 1 
Баны ==; а’—=1; а®=0, заключаемъ: 


1. Если въ выражен!и а”, гдЪ а< 1, показатель степени 
= принимаеть кая ни есть отрицательныя значемя отъ 
— <> до 0, то величина всего выражен!я принимаеть рядъ 
положительныхъ значений отъ © до 1. СлЪл., 

При основанйи, меньшемъ единицы, логариемы чиселъ, больших 
единицы, отрицательны. 

2. Если показатель степени х принимаеть какйя ни есть 
положительныя значешя отъ 0 до --сэ, то при а<<1 величина 
выраженя а” принимаеть рядъ положительныхъ значен!й 
оть 1 до 0. Сл5д., 

При основан!и, меньшемъ единицы, логаривиы чисель, меньшихь 
единицы, положительны. 

Замфчая, наконецъ, что при всякомъ положительномъ 
основаши а, выражеше а”, какъ при какомъ ни есть поло- 
жительномъ показателф, такъ и при какомъ ни есть отри- 
цательномъ показателЪ, принимаетъ только положительныя 
значеня, заключаемъ: 

При положительномь основани, отрицательныя числа не имъють 
логариемовъ. 

КромЪ того, ясно, что при каномь ни есть основани, лога 
риемъ основашя равенъ единицЪ, ‘а логариемъ единицы равенъ нулю. 


81а. При рЬшен!и многихъ теоретическихь вопросовъ 
часто приходится переходить отъ одной системы логарие- 
мовъ къ другой, т. е, имЪя, напр., таблицу логариемовъ, 
вычисленную для основан!я т, бываеть необходимо умфть 
опредфлять логариемы при другомъ основан! и, напр. #. 


Пре. №: Ч 


=. 


Для этой цфли пользуются такъ называемымъ логариемиче- 
скимъ модулемь. 


Пусть, напр., дано, что логариемъ числа а при основани 
т равенъ р, и требуется найти логариомъ того же числа а, 
но при основаши #. 


Обозначая искомый логариемъ буквой 2, имфемъ по 
условию: 


109,а=р.....(1); ю9а=..... (2), 


или, замфняя эти равенства равнозначными имъ, согласно 
опредфленю логариемовъ: 


тР=а; "—=а, откуда Р==т?. 


Логариемируя полученное показательное уравнене, при 
основаши т, и припоминая, что логариемъ основан!я ра- 
венъ единицф, получаемъ: 

2109 „й = р 09„т= р, 


р 
т 109„к 


откуда АИ АИ 


Подставляя сюда значене р изъ равенства (1), получаемъ: 
109, 


== 109, 


", или 00а = 109,а. ны 
и 109 

Отсюда видно, что для составлен!я таблицы логариемовъ 
при основан!и по данной таблиц, при основанйи т, до- 
статочно каждый изъ логариемовъ, имфющихся въ этой 
таблицЪ, умножить на дробь, числитель которой единица, а 
знаменатель представляетъ собой лозарномь новаго основашя, 
взятый по старой систем. 


Эта дробь и называется логариемическимь модулемъ. 


1 
1095 


Примфры. 1. 109,13 = 109 13 . № 


*) Если основаше логарномовъ не указано, то подразумввается 
Зесятичное. 


Е ЕЯ 


2. Зная 109.8=а, найти 94314. 


Имфемы: 


Ъ 1 
100.414 =100.14 . лаз = (109,2-- 109.1) . т 


1 1 
== (а--1). зит— -8: (а--1). 
3. Дано: 109,8 =а; вычислить №9. 8. 


8 8 1 1 
Имъемъ: 109, = 9 и = (109,8— 109.9). ви = 
‹2 


= (3104.2 — 9109, = (3109,2 — а) 


1 1 
ЗЕ 209.2 ° 8109,2 


Итакъ, вопросъ привелся къ разыскано 1049,2, что лЪ- 
лается очень просто, такъ какъ №93 извфстенъ и равенъ а: 
Имфемъ: 2. 3—6; логариемируемъ при основан!и 6: 
10:20: 3=109‹6, или 109,2-На=1, откуда 09, 2=1—а. 

Итакъ, 


т _ 8—5а 
21—а) 2—9 °` 


у: =[а—а) за]. 


ГЛАВА УШ. 
0 БЕЗКОНЕЧНО УБЫВАЮЩИХЪ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ПРОГРЕСС!ЯХЪ. 


82. ТЕОРЕМА |. Члены безконечной геометрической возрастающей. 
прогресс!и, увеличиваясь по ифрф удаленя оть начала ряда, могуть. 
превзойти всякое заданное число 4, сколь бы велико послъднее ни 
было. 

Допустимъ, что мы имфемъ безконечную геометриче- 
скую прогрессю: 

4 №, и, и, и... .., 
въ которой численное значеше знаменателя 1>>1. 
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Общий членъ такой прогресси имфеть видъ 14”; для 
того, чтобы это выражение было боле любого заданнаго 
числа 4, достаточно сдфлать: 


А 
п 
9 ре 


что всегда возможно ($ 67, форм. 0). Для этого доста- 
точно выбрать показателя ®, удовлетворяющимъ неравен- 
ству: 

< А 
и 


=> ев, 


Но, по условию, прогресфя наша безконечная, т. е. число 
членовъ п возрастаетъ безгранично, а потому удовлетво- 
рить такому неравенству всегда возможно. 


Примфръ. Дана безконечная геометрическая прогресся: 
НИ орет еечя 
съ знаменателемъ 9=1,1. 
Общий членъ такой прогрессйи равенъ: 
ии =. (1,1), | 
Найлемъ я, при которомъ и, >500. 


Для этого необходимо и достаточно удовлетворить не- 
равенству: 


2. (11)"_> 500 или (11)" >> 950. 


На основани форм. 1 ($ 67), для соблюдешя послЪдняго 
неравенства, достаточно взять: 


250—1 
Е 


откуда п > 2490, а потому мы можемъ утверждать, что, 
начиная съ члена 2491-аго, всЪ члены данной прогресаи 
булуть болфе 500. 


Въ дъйствительноети для п можно взять аначен!е, гораздо мень- 
‚шее ($ 65). Точное вычиелеше при помощи логарием. таблиць пока- 
ваетъ, что, начиная съ и.,, требуемое услове будетъ удовлетворено. 


ЩеЬ 


83. ТЕОРЕМА |. Члены безнонечной геометрической убывающей 
прогресс, уменьшаясь по мфрф удалешя отъ начала ряда, могуть 
быть сдфланы меньше любого, напередъ заданнаго числа =, какъ бы 
мало посльднее ни было. 


Если въ безконечной прогресси: 


ц есть положительное число, а численное значеше знаме- 
нателя 4 менфе единицы, то, чтобы сдфлать членъ и. =” 
этой прогресаи меньше любого числа г, надо найти поло- 
жительное число ”, удовлетворяющее неравенству: 
= 
“< 7 
что, на основани $ 69, всегда возможно *). 


Примфръ. Дана безконечная геометрическая убывающая 
прогресайя: 


ЧС АО: ВА С 


Требуется опредфлить номеръ члена, начиная съ кото- 
раго каждый изъ членовъ прогресс!и будетъ меньше 0,001. 


Общий членъ данной прогресс!и: 


9)" 
и =10. (°) . 
СлЪдовательно, мы должны подобрать для и значеше, 
‘удовлетворяющее неравенству: 


10 (о или 3) < оо 
= 10] < 000 тон 


Примфняя премъ, указанный въ $ 70, переворачиваемъ 
обЪф части неравенства, измфняя его знакъ: 


(9) > в, 
9 
*) Такъ какъ 9<1, то число п, удовлетворяющее этому неравенству, 


будетъ положительно; какъ бы велико значеше # ни было, для насъ не 
имфетъ значеня, нбо по условю прогресс1я безконечна. 


у — 06 — 


посл чего и найдется изъ формулы (1) $ 67: 


10000— 
> а откуда > 89991. 


СлЪдовательно, начиная съ и.„„» каждый изъ членовъ 
прогрессфи будетъ меньше 0,001. 

Въ цвйствительности для п можно взять значеше гораздо 
меньшее (5 68\. Точный подечеть при помощи логариемическихь 


таблицъ ‚показываеть, что уже, начиная съ из» требуемое услове 
будетъ соблюдено. 


84. ТЕОРЕМА. Предфль суммы первыхъ ® членовъ убывающей 
геометрической прогрессйи, при безпредфльномъ возрастанм я, равенъ 
первому члену, раздфленному на разность между единицей и знамена- 
телемъ прогресс. 

Пусть 


ЗЕ а Аб Ма 
будетъ убывающая геометрическая прогресая. 


Слфд. численное значене ея знаменателя 9 мене еди- 
ницы. 


Сумма первыхъ я членовъ прогрессш выражается, какъ 
извЪстно, формулой: 


откуда 


ый 


би. 9 
1—0 >: и в 

Если предположимъ теперь, что число членовъ % без- 
предъльно возрастаеть, то въ лфвой части уменьшаемое 


и 
т! какъ независящее отъ "п, есть величина постоянная, 
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вычитаемое же 5» есть величина перемфнная, зависящая 
отъ я. Въ правой части находится произведение: 
4 
РНЕ 
п 1-6 
По предыдущей теорем ($ 83), членъ и„, при безпрелфль- 
номъ возрасташи номера его я, можеть быть сдфланъ сколь 


угодно малымъ, множитель же есть величина конеч- 


ная; слЪд. ($ 34) вся правая часть можетъ быть сдфлана 
меньше любого, напередъ заданнаго числа е, какъ бы мало 
оно ни было. 

Итакъ, при безграничномъ увеличени я, возможно 
удовлетворить неравенству: 

м, 
а —5<ь, 
откуда, на основани опредфлешя понямя о предфлВ 
и. 

($ $35), прямо сл$дуетъ, что постоянная величина Е есть 
предфлъ перемфиной 5, т. е. 
ьл 


и 


пред. (8) -=7 
что и треб. доказать. 
85, Приложеше предыдущей формулы къ перюдическимъ десятич- 
нымъ дробямъ. 
Формула предфла суммы членовъ безконечно убываю- 


щей геометрической прогресаи имфеть примфненше яри 
обращенаи перлодичеекиль дробей в% обыкновенныя. 


Пусть дана, напр., чистая перодическая дробь: 
О,даваа....., 

гдЪ а обозначаеть перодъ, состоящйй изъ & цыфръ. Эта 
дробь можетъ быть разсматриваема, какъ предфлъь суммы 
первыхъ ® членовъ убывающей геометрической прогресайи: 

а а а а 

ЕЕ ЕН. --... 
10 те Но тоя + ыы 


при безграничномъ возрастани числа члеповъ ® 


П. Шмузовичь. _Папози мк Алаебо® 7 
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: а ы 
Первый членъ этой прогресфи м, = то’ знаменатель 


бы ль а потому искомый предЪлъ равенъ: 
м в. 1 а 
та 0 Е БЕТ. 
Но 10—1 есть число, состоящее изъ цыфры 9, повто- 
ренной ^ разъ. Отсюда извЪфстное изъ Ариеметики *) правило: 
Всякая чистая пертодическая дробь можеть быть замтнена 
простой дробью, числитель которой разенъ перюду данной дроби, 
а знаменатель есть цыфра 9, повторенная столько разъ, сколько 
цыфръ въ передб. 
86. Если имфемъ смышанную перодическую дробь, напрь 
0,23145454545.... ., 
то: поступаемъ так: 
0,28145454545.....= 


[а 454545... -| 


Но, по только что доказанному, дробь я 
4. 
0,454545.... имЪфеть предфломъ до; 


99 
сзл., пред, [| 0,281(45) |= ее 


1 [281. и 23100-{45—281 _ 


= 1000 99 99000 


—_ 281 45—281 
99000 


что лаетъ извфстное изъ Ариеметики правило **): 


Всякая смъшанная перодическая дробь можеть быть замт- 
##ена простой дробью, числитель которой равень разности числа, 
стоящазо между запятой м началомъ второго перюда м числа, 
стокщаю между запятой и началомъ перваго перода; знамена- 
тель же равенъ числу, состоящему изъ цыфры 9, повторенной 
столько разъ, сколько цыфръ въ перюдЬ м со столькими нулями, 
сколько цыфрь до перюда. 

*) См. напр. „Курсъ теоретич. Ариом.* сост. П. Шмулевичъ $ 148. 

>) См. напр. „Куреъ теоретич. Арием.* сост. П. Шмулевичь $ 149. , 
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ГЛАВА 1Х. 
.. ТЕОРИЯ СОЕДИНЕНИЙ. 


87. Опредфленя. Различныя группы, составленныя изъ 
нЪсколькихь данныхъ предметовъ, и отличаюцияся одна 
отъ другой или самими предметами, или только порядкомъ 
ихъ, называются, вообще, соединенаями. 


Предметы, изъ которыхъ составляются соединеная, на- 
зываются злементами соединеня и обозначаются обыкно- 
венно буквами. Такъ, напр., а6с есть такое соединеше изъ 
трехъ элементовъ, гдЪ на первомъ мфстЪ стоить элементъ 
а, на второмъ--элементъ $, и на третьемъ—с. 


Соединеня раздфляются на 2 класса: 


1. Соединенвя, въ которых порядокъ элементовь принимается в0 
внимание, такъ что 2 соединен я считаются различными, если 
отличаются другъ оть друга или порядкомъ эдлементовъ, 
или самими элементами, или тм и другимъ вмфстБ. Гакого 
рода соединен!я называются размёщенями (аггапхештел!в), и 
въ частномъ случаЪ ($ 89) перестановками (регата 015). 


1. Оовдиненая, в которыжь порядокъ расположенёя элемен- 
тов» не играет» никакой фоли, такъ что 8 соединешя 
считаются различными только тогда, если`отличаются другъ 
отъ друга по крайней мЪр$ хоть однимъ элементомъ. 
Такого рода соединения называются сочеташями (сошЪша1- 
3018). 


Если въ каждой изъ группз, образующихъ соединен!я, 
вс элементы различны, то такйя группы представляють с0е- 
диненея 6безъ повторенёй; если же въ числЪ составленныхъ 
труппъ будутъ встрФчаться и такля, въ которыхъ нЪкото- 
рые, или всЪ элементы одинаковы, то такйя группы пред- 

` ставляютЪъ соединенёя съ повторенёями. 


Въ дальнфйшемъ займемся указашемъ способа составле- 
зия совдиненй всъть видовъ безъ повторенй ш опреде аенземь 
чиела ит, 


о 


м 


Ум 
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РАЗМЪЩЕНИЯ (АВВАМВЕМЕМТ$). 


88. Число всфхь размьщенй, которыя можно получить, если 
брать изъ и данныхъ элементовъ каждый разъ по ®, (гл 
®<п), будемъ обозначать знакоположешемъ 4*, причемъ 
нижнИ указатель съ правой стороны буквы 4 показываетъ 
число встаь данныхъ элементовъ, а верх указатель— 
число элементовъ, входящихь в5 каждое изъ размещен. 


Пусть будутъ 
воблоао оз $ 
данные ® элементовъ. 


Число размфщен!й, которыя можно составить изъ этихъ 
п элементовъ, беря каждый разъ по олному, будетъ, оче- 
видно, равно числу элементовъ, т. е. 


А =... . (1). 


Для того, чтобы составить размфщен!я второго порядка, 
т. в. содержаця по 2 элемента каждое, поступаемъ такъ: 
беремъ поочередно каждую изъ т буквъ 


т 


и приписываемь къ ней справа поочередно каждую ‘изъ осталь- 
ныть (п—1) букеъ. Такимъ образомъ составимъ таблицу: 


аб, Фа, са, а... . 1, а 
ас, $, 66, 6 .'....1, 6 
аа, 54, са, а... . 16, в 
ай, БЪь, ср, ай . т, в 
а, М, 9... М, й. 


Чтобы доказать, что въ составленной такимъ образомъ 
таблиц$ заключаются дЪйствительно Г) всф разм5щен!я изъ 
п элементовъ по 2, и что 2) ни одно изъ нихъ не встрёчается 
болфе одного раза, т. е. что таблица не заключаетъ ни пропусковъ, 
ни повторен, поступаемъ такъ: 


— 101 — 


1) Возьмемъ какое-нибуль изъ возможныхь размфщен!й, 
напр., 9, и докажемъ, что оно непремфнно встрФтится въ 
этой таблицЪ. 

Въ самомъ дьлЪ, для составлен!я вертикальныхъ ко- 
лоннЪ мы брали поочереди каждую изъ данныхъ буквъ, 
слфл. въ томъ числф была взята и буква 9; справа отъ 
этой буквы мы ставили поочередно каждую изъ остальныхъ 
буквъ, слЪд., въ томъ числЪ и букву е, что и даеть раз- 
мЬщене де. Т. е., таблица наша не содержить пропусков. 

2) Разсмотримъ два какя угодно размёщеня нашей 
таблицы: они будуть находиться или въ одномъ верти- 
кальномъ столбиЪ, и въ такомъ случаф будуть отличаться 
послидними буквами, или же будуть содержаться въ раз- 
личныхъ вертикальныхъ столбцахъ и будутъ, слЪдов., от- 
личаться другъ отъ друга о крайней мьрю первыми бук- 
вами. СлЪд., таблица ‘эта ме содержить повторен. Поэтому 
убЪждаемся, что въ написанной таблицф дЪйствительно 
находятся всф возможныя разифщеня, и по одному разу каждое. 

Число этихъ размьщенй будетъ слЪдующее: вертикаль- 
ныхъ столбцовъ у насъ имфется столько, сколько буквъ, 
или, что одно и то же, сколько размфщешй изъ и элемен- 
товъ по одному; въ каждомъ столбцф размфшенй в—1; 
слфд. всего число двойныхъ размфщен!й будетъ: 

48-1). 4... -- 9). 

Если теперь возьмемъ кажхое изъ написанныхь выше 
размЬщен!й второго порядка и ярипишемъ къ нему по- 
очередно каждую изъ’ остальныхъ ("—2) буквъ, то полу- 
чимъ размЬщен!я изъ ® элементовъ по 3, причемъ, какъ 
и въ предыдущемъ, нетрудно убфдиться, что составленная 
по такому способу таблица не будеть содержать ны про- 
пусков», ни повторен. Итакъ, изъ каждаго двойного раз- 
мЬщен!я получится (и—2) тройныхъ размщен!й, а слЪд., 

(8). 48:1... - 8). 

Сравнивая формулу (3) съ формулой (2), мы можемъ 
подмЪФтить общность закона составления этихъ формулъ, 
и по аналойи съ полученными результатами: 

= (и—). 4 
48 =("—2). 4; 


АТР = 7’. М 
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можемъ предположительно написать: 
—=("—9). 45 
48 = (п—4). 44 
Жеи-ЬЕ 5. АЕ. ` 

Докажемъ, что такое предположеше справелливо. 

Положимъ, что мы по вышеуказанному способу соста- 
вили таблицу размфщен!й изъ я элементовъ по (#—1) безъ 
пропусковъ и безъ повторев!й. Пусть м такихъ раз- 
мфщенй будеть выражаться символомъ 4% 

Беремъ поочередно каждое изъ размена такой таб- 
блицы порядка #—1 и приписываемъ къ нему поочередно же 
хаждую изъ недостающить, букв»; число такихъ недостающихъ 
буквъ будетъ 

п—(— =. 

Гакимъ образомъ мы составимъ таблицу размфщенй 
порядка , причемъ въ таблицф этой будетъ столько вер- 
"нкальныхь колоннъ, сколько было размфщенй порядка 
(&—1), т.е. 4\ и въ каждой колоннф (п—®--1) размЪ- 
щен. 

Докажемъ, что 1) ни одно изъ размщен Й порядка Вне 
пропущено, и 2) ни одно не встрЪчается боле одного раза. 

1) Возьмемъ какое-либо изъ возможныхь размфщен!й по- 
рядка & и докажемъ, что оно непремфнно встрфтится въ 
составленной таблиц. Напр., разм5щенте изъ # элементовъ 


| Ве 
Для составлен!я размфшен! порядка & мы брали но- 
очередно каждое изъ имфющихся размЬщений порядка (#—1), 


въ которыхъ по нашему допущен пропусковъ не было. 
Слфд., въ частности было взято и размфщене 


И 1 


къ каждому изъ такихъ разм5щен!й мы приписывали по- 
очередно 66% недостаюция буквы, слфд., въ томъ числЪ и 
букву 9, т. е. непремЪнно получили разм щевше 


бе АТ 
а потому составленная таблица не иметь пропусков. 
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2) Сравнивая два каюя угодно размфщен!я, найдемъ, 
что они или находятся въ одной вертикальной колоннЪ, 
и въ такомъ случаЪ разнятся послЪдними буквами, или же 
находятся въ различныхъ вертикальныхъ колоннахъ, и въ 
такомъ случаБ получены изъ различныхь размфщенй 
(&—1)-го порядка, т. е. различаются то крайней мърь цо- 
рядкомъ (&—1) первыхъ буквъ. 

Итакъ, изъ каждаго размфщен!я порядка (#— 1) полу- 
чаются (п—&--1) размщенй порядка ®, т. е, 


АЕ (+1) . АЕ, 


Такъ какъ эта формула, связывающая 4 и 4*1, есть 
Формула общая, то мы можемъ придавать въ ней К произ- 
вольныя цфлыя значешя оть 2 до К. Получаемъ: 


АЗ—(п—1). 4 
48—(и—3) . 48 
44\—(п—3) . 43 


А—(и—-1) . АЕ. 


Перемножая эти равенства почленно, сокрашая на не- 
равное нулю произведеше 4*. 48.4. .... 4 и 3з2- 
мЪчая, что 4:—и, находимъ общую формулу: 


Ап(и—1) (и—2) (и—3).....@КНЫ), [о 
откуда слфлуеть ТЕОРЕМА: 


Число размфщенй изъ и элементовь по Х равно произведено 
послфдовательно убывающихь на единицу чиселъ, изъ коихъ первое 
равно ®, т. е. числу всфхъ данныхъ элементовъ. 


88а, Примфры. 1. Сколько различныхъ пятизначныхъ чиселъ 
можно образовать изъ цыфръ 1, 2,.... 9, при условии, чтобы 
каждое число не заключало двухъ одинаковыхъ цыфръ? 

Искомое число равно, очевидно, 4$ = 9.8,1.6.5 == 15120. 

2. Сколько различныхъ чисель можно составить изъ 
цыфръ 0, 1, 2, 3, 4, если брать любое число цыфръ, но 
чтобы ни въ одномъ числЪ не было одинаковыхъ цыфръ? 
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Если брать сразу вс 5 цыфръ, то всего различных 
пятизначныхъ чиселъ изъ нихъ составить можно столько, 
сколько возможно сдфлать размфщенй изъ 5 элементовъ 
по 5, т.е. 45. Но отсюда надо, очевидно, исключить всё 
числа, начинающяся нулемъ, какъ четыретаначныя. Такихъ 
подлежащихъ исключен!ю чиселъ будетъ столько, сколько 
можно слдфлать размфщен! изъ 4 эл. по 4, т. е. 44. 

Итакъ, различныхъ пятизначныть чисель изъ цыфръ 
0, 1, 2, 3, 4 можно составить всего: 45— 43=—5.4.3.2.1— 
— 4.3.2.1 =96. 

Подобнымъ же образомъ, изъ данныхъ пяти ныфръ 
можно составить А# четыретаначныхь чиселъ, изъ коихъ 
надо исключить всф, начинаюцияся нулями, какъ трег- 
значныя, каковыхъ будетъ всего 3. Итакъ, различныхъ 
четырехзначныхь чисель изъ данныхъ цыфръ можно со- 
ставить всего 4 — 4} — 5.4.3.2 — 4.3.2 —96. 

Разсужщая совершенно аналогично, найдемъ: 

Различныхь треханачныхь чисель будеть: 48— 41 = 
—=5.4.3 — 4.3 =48. 

Различныхъ двузначныхь чисель: 48— 4} =5.4—4=16, 
и наконецть, однозначныхь чиселъ будетъ 5 (считая и нуль). 

Итого, всего различныхъ чиселъ, удовлетворяющих 
условшо задачи, будетъ 


96--96-{48--16--5 = 261. 


3. Для передачи сигналовъ во флотф пользуются 10-ью 
различными флагами, изображающими каждый опредЪ- 
ленную пыфру оть 0 до 9. Требуется опредЪфлить, сколько 
различныхъ чиселъ можно сигнализировать посредством 
этой системы, употребляя за разъ не больше 4 флаговъ. 

Разсуждая такъ же, какъ въ предыдущей задачь, най- 
демъ, что при помощи четырехъ флаговъь можно подать 
(41, — 43) сигваловъ; съ тремя флагами (3, — 43) сигналовъ; 
съ двумя 4% — А} и однимъ флагомъ 1, а всего 


4+ —А8-- 43 — АА — АА — 5275 сигналовъ. 


4. Сколько различныхъ словЪ можно составить, имфя 20 
согласныхь и 6 гласныхъ буквъ, если каждое слово 
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должно заключать $ согласныхъ и двЪ гласныхъ, причемъ 
гласныя буквы должны стоять только на второмъ и чет- 
вертомъ м$стахъ? 


Число разм5щен!й изъ 20 согласныхъ по 3 равно 435 
въ каждомъ изъ такихъ размфщен!й 6 гласныхъ, занимаю- 
щихь попарно 2-ое и 4-ое мЪсто, могутъ быть размЬщены 
А: различными способами. Такимъ образомъ, изъ каждаго 
изъ 43, разм5щен!й получаются 42 словъ, а потому всего 
искомыхъ словъ можно составить 


Аз . 42—20 .19.18.6.5=205200 словъ: 


ПЕРЕСТАНОВКИ (РЕВМОТАТ!О№). 


89. Если въ каждомъ размфщеши изъ ® данныхъ эле» 
ментовъ участвуютъ всё и элементов», то такого рода соеди- 
неня называются  перестановнами. Итакъ, иерестановками 
называются тазя соединеня, которыя отличаются другь отъ 
Эруга исключительно лишь порядномъ элементовъ. 


Очевидно, что перестановки представляютъ частный 
случай размфщенй, когда =". Поэтому, для составлен!я 
‘перестановокъ можно поступать такъ: составляемъ таблицу 
разм5шен!й изъ ® элементовъ по 2; потомъ отъ нихъ пе- 
реходимъ къ размёщешямъ по 3, потомъ по 4 ит. д. 
пока не дойлемъ до размфщешй изъ и элементовъ по ®. 

` Это и будуть перестановки. 


Для опредлен!я числа ихъ, обозначаемаго знакомъ Ри» 
достаточно въ выведенной выше формул размщешй 
Положить й=п. Такимъ образомъ найдемъ: 


Ро Ан=1.2.3. 4... (|. м, (1) 


т. е. число перестановокь изъ ® оэлементовъ равно произведению 
первыхъ ® натуральных чисел. 


`89а. Примфры. 1. Сколькими способами можно усадить 
6 человфкъ за столомъ? 


Искомое число равно, очевидно, числу перестановокъ 
изъ 6 элементовъ, т. е. Р»=1.2.3.4.5. 6=720. 
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2. Изъ первыхъ восьми буквъ русскаго алфавита со- 
ставлены всф возможныя перестановки. Сколько изъ нихъ 
начинаются буквами аб? 


Такъ какъ каждая изъ требуемыхъ перестановокъ 
должна начинаться тБми же буквами аб, то лругь оть 
друга эти перестановки могуть отличаться только лишь 
порядкомъ остальныхъ шести буквЪъ, а потому, сдфлавши 
изъ буквъ в, г, д, е, ж, з всЪ перестановки, как!я только 
возможны, и приписавъь въ началЪ каждой изъ нихъ 
буквы аб, получимъ вс5 требуемыя соединеня, число ко- 
торыхъ, слфдовательно, равно Р,=1.2.3.4.5.6=720. 

3. Изъ шести буквъ 4, В, С, <, у, 2, сколько можно 
сдфлать перестановокъ 1) начинающихся съ болыной 
буквы и 2) начинающихся и кончающихся большой буквой? 

1) Помфщая на первомъ мЪфстБ одну изъ большихъ 
буквъ, напр. 4, можно изъ остальныхъ пяти буквъ сдЪлать 
Рь перестановокъ и приписывать ихъ поочередно къ 4. 
Такимъ образомъ, возможно составить всего Р.=1.2.3.4.5= 
=120 перестановокъ, начинающихся буквой А. Столько 
же можно сдфлать перестановокъ, начинающихся буквами 
В и 0. Итого, всфхъ перестановокъ, въ которыхъ на пер- 
вомъ мЪстБ стоять большия буквы, возможно сдфлать 
3. Р; = 360. Е 

2) Изъ трехъ большихьъ буквъ 4, В, С возможно сд- 
лать 3.2=6 размфщенй по 2. Если же мы размфстимъ 
болышя буквы въ началЪ и концЪ 6-ью различными спосо- 
бами, то между ними придется вставить остальныя 4 буквы, 
что возможно продфлать Р, способами. Итакъ, искомое 
число равно произведению 2. Р,=3.92.1.8,83. 4=144 


90. Можно вывести формулу для опредвленшя числа перестано- 
вокъ и непосредственно, не прибъгая для этого къ формулЪ разм\- 
щен!й. Допустимъ, что мы такъ, или иначе, опредзлили число Р»-—1 
и составили веЪ эти перестановки безъ пропусковъ м безъ повторенйй, 
Чтобы получить перестановки изъ п буквъ, мы беремъ каждую изъ 
перестановокъ изъ (и—1) буквы и вводимъ въ нее и-овую букву, 
напр., 7“, на всю либста, куда ее возможно поставить, т. е. 

1) впереди каждой перестановки изъ (п—1) буквы, 

2) въ кони каждой перестановки изъ (п—1) буквы, 

3) въ каждый изъ (п—2) промежутковъ между (п—1) буквой. 
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Слъдовательно, всего на п различныхь мбстъ. 

Такимъ образомъ, мы составимъ всф перестановки изъ я элемен- 
ТовЪ безъ пропусновъ и безъ повторен, Въ самомъ дёль, 1) напр. пере- 
становка 6ста.... . №! изъ п буквъ будетъ получена изъ имвв- 
‘шейся перестановки 5са......№ изъ (п—1) буквы, въ которой 
п-овая буква т стоить на третьемъ мЪетЪ, т. е. составленная такимъ 
образомъ таблица не содержитьъ пропусковъ. 2) Она не будетъ 
содержать и повторен, ибо каждое изъ полученныхъ такимъ путемъ, 
соединен! будеть отличаться отъ другого, или поридкомъ (п—1) 
первоначально взятыхъ буквъ, или же мЪетомъ, которое занимаеть, 
п-овая буква г. 

Итакъ, изъ каждой перестановки изъ (п—1) буквы получаются в 
перестановокъ по п буквъ *), а потому имЪемъ общую зависимость: 


Ри=т . Рик 
Давая въ этой формулВ значку ® значеня отъ 2 до п. получаемъ: 
Р=аР, Р,=ЗРь; Р.=4Р, 


Перемноживъ эти равенства, сокративъ 00% части на неравнаго нулю 
общаго множителя 


Ра Вр Ра 
п замъчая, что Р;—1, находимъ: 
Ри=1.2.3.4..... (п. я. 


ель, РЕН Ри- 


Замтчане. Произведене первыхъ ® натуральныхъ чи- 
сель носить особое назване факторала п и обозначается 
часто знакомъ (”!), такъ что предыдуций результать можно 
написать такъ: 


Ри=и 


СОЧЕТАНИЯ (СОМВ!МА!$0№5). 


91. Сочетамями называются тажя соединеня, изъ коихъ 
хаждыя два отличаются другь отъ друга по крайней ифрЪ однимъ 
элементомъ, приче.мъ порядокъ элементозъ не играетъ никакой роли. 

Для составлешя таблицы, содержащей всф сочеташя 
изъ я элементовъ по №, можно поступить двоякимъ обра- 
зомъ: 1) или выписать по вышеуказанному способу вс 


*) Такъ какъ выше показано, что новая буква можеть занимать 
`различныхъ мъстъ. 
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размщеня изъ я элементовъ по #, и потомъ т размЪ- 
щешя, которыя отличаются другъ отъ друга лишь иоряд- 
комь расположения элементовъ, зачеркнуть всЪ, кромЪ какого 
либо одного изъ нихъ. Или же 

2) Поступаемъ такъ: выписываемъ вс данныя буквы въ 
какомъ угодно порядкЪ, и для составлен!я сочетан!й по два 
беремъ каждую букву, кром$ послЪдней, и приписываемъ 
къ ней поочередно каждую изъ слфдующихъ по порядку за ней. 
Для составления сочетан!й по 3, беремъ каждое изъ имфю- 
щихся уже сочетанй по 2, кромф тфхъ, которыя содер- 
жать послфднюю букзу, и приписываемъ послЪфдовательно 
каждую изъ слфдующихъ по порядку буквъ и т, д. 

Не трудно убфдиться, что какъ при первомъ, такъ и 
при второмъ способЪ составления получаются дЪйстви- 
тельно вст сочетая безъ пропусков и безъ повторен. 


92. Для опредфлен!я числа сочетанМ изъ и элементовъ 
по ®, обозначаемаго символомъ 0, докажемъ теорему: 

Число размёщенй изъ » элементов по Х равно числу сочетанй 
изъ п элементов по Х, умноженному на число перестановокъ изъ # 
элементовъ, т. е. 44 = С.Р, 

Допустимъ, что мы составили таблицу сочетатй изъ ® 
элементовъ по ®; число такихъ сочетан й обозначимъ зна- 
комъ С». Беремъ каждое изъ такихъ сочетанй, содержа- 
щее К элементовъ, и дфлаемъ въ немъ всевозможныя пере- 
становки. Изъ каждаго сочетания получится, слфл., Р, пере- 
становокъ. Такимъ образомъ мы получимъ таблицу ню- 
хоторыль неизвЪстнаго пока типа соединен, содержащую 
(+.Р, членовъ. Докажем, что эта таблица будетъ содер- 
жать въ себф не что иное, какъ все размющемя изъ п 
элементовъ по # безъ пропусковъ и безъ повторен. 

Въ самомъ дЪлЪ, возьмемъ какой угодно членъ изъ 
группы возможныхь разм5щешй изъ п элементовъ по ®, 
напр» 64 ...1а. Въ имющейся у насъ таблиц сочетан!й 
изъ ® элементовъ по # непремфнно найдется членъ, содер- 
жащ всЪ тБ же буквы В, 64.......ва, располо- 
женныя, быть можеть, въ другомъ порялкЪ, но мы въ 
каждомъ, а слЪд. и въ разсматриваемомъ членЪ таблипы (*, 
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сдфлали всевозможныя перестановки, а потому должны были 
непремфнно получить и членъ 64...., №. Итакъ, 
таблица эта не содержить пропусковъ. Въ ней нЪтъ и по- 
вторенйй, ибо, взявъ изъ нея любые два члена, мы увидимъ, 
что или они получены изъ двухъ различныхъ сочетав!й, 
а потому отличаются другъ отъ друга по крайней тут одной 
бухвой, или же оба они получены изъ одного и того-же 
сочетан я, но тогда отличаются порядкомь буквъ. Итакл,, со- 
ставивъ таблипу всевозможныхь сочетавй изъ ® элемен- 
товъ по #Ё, и сдфлавъ въ каждомъ членф такой таблицы 
всевозможныя перестановки изъ # элементовъ, мы получили 
новую таблицу, содержащую вс® размющеня изъ т элемен- 
товЪ по # безъ пропусковъ и безъ повторенй, а потому 
теорема доказана, т. е. 
Аб: Р.: 


Изъ этого равенства. получаемъ: 


в _ (и)... @—Н) 
9=т п еионНнИ ле @П). 


Примючане. Такъ какъ число [0-2 по самому своему существу есть 
число непремфнно цфлое, то изъ этой формулы непосредственио слфдуетъ: 


Произведене & посльдовательныяхь натуральные чисель долится 
безъ остатка на произведеме К первыхъ чисел. 


92а. Примфры. 1. Въ обществЪ, состоящемъ изъ 20 чле- 
новъ, выбирають президтумъ изъ трехъ лицъ; сколькими 
способами этотъ президумъ можеть быть составленъ? 


Такъ какъ одинъ составъ презид!ума долженъ отличаться 
отъ другого по крайней мЪр$ однимъ лицомъ, то искомое 
число есть, очевидно, число сочетанй изъ 20 элементовъ 

20.19.18 


по 3, т. е. оно равно = ав = 1140. 


2. Акщонерное общество, состоящее изъ 40 купцовт, 
30 техниковъ, 20 адвокатовъ и 10 врачей, желаетъ выбрать 
изъ своей среды коммисс!ю, въ составъ которой вошли бы 
4 купца, 3 техника, 2 адвоката и 1 врачъ. Сколькими спо- 
собами можеть быть составлена эта коммисс!я? 
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Такъ какъ изъ 40 купповъ въ коммисстю должны войти 
`4 челов$ка, то- число возможныхъ комбинашй при выборь 
ихъ равно числу сочетанй изъ 40 элементовъ по 4, т. е. 
равно 0%. 

Подобнымъ же образомъ, при выбор$ трехъ техниковъ 
изъ 30 возможны 03, комбинаш, 2 адвоката изъ 20 могутъ 
быть выбраны С, способами, и избраше одного врача изъ 
10 возможно 01, способами. 

Такъ какъ при этомъ вс избран!я независимы одно отъ 
другого, т.е. для одного какого нибудь выбора изъ купцовъ 
возможны 0% комбинашй съ техниками, 0% комбинащй 
съ адвокатами и С!, съ врачами, то общее число способовъ 
составлешя коммисси равно произведенйю: 

0%. @,. 6. 6% 40.39.38.37 30.29.28 20.19 


Е Е ЕАК 


= 704982460000. 


3. Сколькими способами можно раздать колоду картъ 
въ 52 листа между четыремя игроками, сдавая каждому 
по 13 картъ? 


Первому игроку можно слать карты столькими спосо- 
бами, сколько возможно сдфлать сочетанйй изъ 52 элем. 
по 13, т. е. 0: 

Изъ оставшихся 39 картъь число возможныхъ сдачъ 
для второго игрока будеть 013. 

Изъ оставшихся 26, карть число возможныхъ сдачь 
для третьяго равно 0. ‘ 

Наконецъ четвертый игрокъ получаеть оставийеся 13 
картъ. 


Итого, полное число всБхъ различныхъ сдачъ выразится 
произведешемъ: 


52.51. . :27 26.25... .14 


2, 08.08. 1= . — 
С.С. СН. 1 1.2... 1.8... 48 1.2....13 


1.2.3....33 521 


(1.3... 18% — @3)° ° 
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93. Формулу для опредвлешя С можно получить и непосред- 
ственно, не прибЪгая къ формуламъ для им иР,. Для этого раз 
суждаемъ такъ: 

Положимъ, что мы имемъ п различныхъ элементовъ 
ас. ,...1,$ 


и составили изъ нихъ таблицу всевозможныхь сочетан! по Ё эле- 
‘ментовъ въ каждомъ. 

Выпишемъ изъ этой таблицы от@льно всЪ тЪ сочетаня, кото- 
рыя содержать одну какую нибудь букву, напр., а, и зачеркиемъ эту 
букву во воЪхъ членахъ послвдней таблицы. Такимъ образомъ по- 
лучимъ, очевидно, новую полную таблицу еочетанй иаъ (п—1) буквы 
по (®—1) буквЪ въ каждомъ. Итакъ, число сочетаний изъ п элемен- 
товъ по К, содероюалциаь въ себь ‘букву а равно числу сочетанй 
изъ (п—1) буквы по (#—1) въ каждомъ, т. е. равно числу Е * Также 
число сочетанй, еодержащихъ букву 6, будетъ равно чиолу бе 1; тоже 
будетъ для буквъ с, @.....,и всякой другой. 

Но если мы выпишемь сперва во сочетаня по ® эл., содержащя 
элементъ а, потомъ вов, содержащя 5, потомъ вез, содержая си 
т. д. то каждое сочетаве повторится Ё разъ. Дъйствительно: если 
мы составимъ, напр., сочетая по 4, то еочеташе афса ветр®тится. 
4 раза, а именно: 


1) въ таблицы Аа п есияе букву а, 


2), ь ь 
э ь ‚ В в Бо 
4 В > > ‚а. 


Поэтому, полное число сочетанй изъ п буквъ по К не будетъ 
равно п разъ взятому числу сочеташй изъ каждой отдъльной буквы, 
в будоть въ ® разъ меньше, т. е. 


п 

Стр : . 
Замфняемь въ этой общей формуль п и № сперва черезъ (п—1) и 
(&—1); потомъ черезъ ("—2) и (К—2); ("—8) и (#—3).....и нако- 
нецъ черезъ 


и—@—2)ри (2) 


Получаемъ рядъ тождествъ: 


„—3 
С ИС Го 
п—--8 
С: „= р бл, 1. 


Перемножая всЪ эти равенства, сокращая въ проВоведенйи рав- 
пые множители, и замЪчая, что 


ба =т— 1, 
получаемъ искомую формулу: 


п(п—1)(и—2)..... (и). 
м 1.2. ЗВ 


94. Выведенная выше формула числа сочетаИ изъ ® 
элементовъ по #: 
а—"®—Юи-9). 2. ее) 
(: аа Верный 
можетъ быть представлена въ болфе удобномъ для практи- 


ческаго примфненя видЪ, а именно: умноживъ числителя 
и знаменателя на произведене 


р ен 


найдемъ: 


2:8, и р 
ЕЕ р, 9% 


95, СВОЙСТВА СОЧЕТАНИЙ. 1. Формула (ТУ) остается безъ 
измфненя, если въ ней замфнимъ К черезъ (п-—*), такъ 
какъ числитель отъ этой замфны не измФнится, а въ зна- 
менателЪ замфна эта измфняетъ одно въ другое произве- 
денйя: 

1.2.8,..йи1Т.3.3.., . (п-®). 


Отсюда слфдуеть первое свойство сочетан!й: 
Е п 
С,=5С, 


т. в. число сочеташй изъ п элементовъ по № равно числу сочетанй 
изъ я элементовъ по и—Х. 


— 8 — 


Напр. Сё=Су=52 ; Саб —45 ; Сна 91. 

Можно доказать это свойство и простымъ разсуждешемъ. 

Въ самомъ двлЪ, выбравъ изъ п элементовъ каке нибудь К 3: 
ментовъ, мы составимъ одно изъ сочеташй группы 6; но остав- 
пцяся (п—®) буквъ дадуть тоже одно сочеташе группы С”;  оче- 
видно, что всякому сочетанию изъ группы [о будетъ соотввтство- 
вать одно сочеташе изъ группы ео а потому число членовъ въ 
обЪихъ группахъ будетъ одинаковое, т. е. @- и, =. 

|. Число сочетанй изъ ® элементовъ по Х равно числу сочетанй 
изъ ("—1) элемента по №, сложенному съ числомъ сочетанИй изъ (и—1) 
элемента по (#—1), т. е. 


А Е К 
ТОМА ОИ 
Въ самомъ дБлЬ, по формуль (У) имфемъ: 


ее 19.8... 
"ЕТ... т... .@-Е- 
тЫ 1.2.8... № у 
т м в о 
Складывая, получимъ: . 
Р Г И 1 
Сы-ь- бы = та О ОИ я +] 
1 1, п 
Не Би ИЕ 
а потому, 
и а. 1.2.3... (и—=Тл КИЙ 
Сальта. 0. 21:9.. ею =С* 


Можно это доказать и разеужденемъ: въ самомъ двлЪ, вев ©6- 
четан!я изъ п элементовъ по К можно разбить на двЪ группы: 1) на 
сочетав я, не содержащя одного какого либо элемента, напр., а, 
и 2) сочетая, содержащя а. Первая группа водержитъ, очевидно, 
ве сочетая изъ (и—1) элемента по # и число ихъ будеть а: 
сочеташя же второй группы можно получить, составивъ сочетан!я 
изъ (п—1) элементовъ по (—1) и приписавъ къ каждому изъ нихъ 
букву а; слВд., чиело сочетай второй группы будеть к а потому, 


40. 


П. Шмудевичъ. „Дополи. къ Алгебрь“, 8 
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И. ВОЗРАСТАНИЕ КОЭФФИШЕНТОВЪ БИНОМА НЬЮТОНА ДО СЕРЕ- 
ДИНЫ РАЗЛОЖЕНЯ. ^ 


96. Общимъ членомъ бинома Ньютона называется, какъ . 


извЪстно, тотъ членъ, которому предшествують / членовъ. 
Если мы имфемъ разложение (2-Ра)", то общий членъ имфеть 
видъ: 
ыы 0%. 2-ой, 
или, замБнивъ С* по формулЪ (1\); 
А боны 
Е АР ОА ыы а). 
Изъ этой формулы *) могутъ быть получены послфдова- 
тельно всЪ, кромю перваго, члены разложения (х--а)"; стоить 
только вмЪсто подставлять числа 1, 2,3... п. Первый 
же членъ изъ этой формулы получить нельзя, ибо если 
и,1=и, ТО К=0 и, слФдовательно, произведеше 1.2.3... 
при &=0, теряеть всяюй смыслъ. 


Можно, впрочемъ, зная, что коэффищентъ при первомъ член 
разложешя всегда равенъ единиц, условиться принимать произве- 


ден 1.2.3...& при №=0, за единицу; тогда изъ формулы общаго 
члена можно получить и первый. членъ: 
те 2.3. . т Р 
В а 


Подставивъ въ а общаго члена (#—1) вмЪсто ®, 
получимъ членъ порялка й: 
О и 
ЕТ... @ 
Раздфливъ формулу (1) на (2), получаемъ: 


И в 
5 ® ах 


и: = 


а" (2), 


М А-1 
щи ЕЕ. = 


Но („—-+-1) есть показатель степени при буквЪ = въ член® 
ии; ® есть число членовъ, предшествующихъ опредЪляемому 
м, откуда слфдуеть извфстное ПРАВИЛО: 


*) Также общ членъ разложеня (2—а)" ниЪетъ видъ: 


. 1.2.3...п Е 
ма те. 205" ее 


ны он Ва 
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Чтобы получить какой угодно членъ разложеня (х--а)» *изъ 
предыдущалю, надо коэффищентъ предыдущаго члена умножить 
‘на показателя степени буквы 2въ этомъ чаенъ м раздьлить на 
чиело членовъ, предшествующихь опредъляемому; заттьмь показа- 
зтеля буквы а увеличить на единицу, а показателя при х умень- 
шить ‘на единицу. 


97. Итакъ, коэффишентъ любого члена ‘получается изъ 
предылущаго коэффищента умножешемъ на дробь 

м ВЕ 1 ; 

й 

Слфд. пока этотъ множитель больше единицы, коэффи- 
айенты возрастають; если онъ равенъ единице, — оба рядом 
стоящёе коэффицеента равны; наконец, если онъ меньше еди- 
ницы, — коэффишенты убывають. 


Чтобы выяснить вопросъ, при какихъ значешяхъ № 
Ат 
& 
относительно # неравенство 


п 
Е > 


п 
множитель остается больше единицы, рфшимъ 


Умножая обЪ части его. на положительную величину ®, 
получаемъ: 


п—&-1Ь или п--1 > 21, 
Л 
откуда #< = 

Такъ какъ »--1 прелставляетъ число встьхъ членов» разло- 
женя (а--=)", то полученный результать можно формули- 
ровать такъ: 

Коэффищенты бинома возрастають д0 тьхъ поръ, йока 
число членовъ, предшествующихь опредъляемому, меньше половины, 
числа воъть членовъ даннаго разложеня, другими словами, до 
середины разложеня. 


` 8? 


ри аа фл 
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“97а. Посмотримъ теперь, возможно ли равенство двухъ 
рядомъ стоящихъ коэффишентовъ разложения, т. е. мо- 


в 


= 
жетъ ли множитель Е обратиться въ единицу. 


РЬшая съ этой ифлью уравнеше 1, находимъ 


_ я 
обе - 

Такъ какъ , по природф своей, есть число непремфнно 
цфлое, то равенство ви возможно только въ томъ 
случаЪ, если и-1 есть четное число, т.е., если и—нечетное 
число. 

Итажкъ, если степень разложеная бинома нечетная, то коэф- 
фищенты разложеня идутъ возрастая до середины, гдъ на- 
2одятея рядом» 2 равные хоэффишента, большие всъхъ остальных. 

При разложени эже бинома въ четную степень, коэффищенты 
идутьъ возрастая 00 середины, гдъ находится О членъ с5 
наибольшимъ коэффицщентомъ. 


ГЛАВА Х. 
НЕПРЕРЫВНЫЯ ДРОБИ, 


398. Опредфлемя. Непрерывной дробью называется выра- 
жеше, состоящее изъ соединен!я цфлаго числа, (которое 
можетъ быть и нулемъ), съ дробью, у которой знаменатель 
есть опять цфлое число съ дробью и т. д., словомъ, выра- 
жеше вида: 


гдЪ а, а, а. ..и в, 66... суть цфлыя числа, изъ 
коихъ только а, можеть равняться нулю. 


И, 


. : =1, то Такого 


Если всЪ числители 6, = 
рода непрерывныя дроби, вида: 


называются ариометическими непрерывными дробями. 
Количества а, а» а. ... . называются неполными 
частными; всЪ они—числа цфлыя и положительныя, при- 
1 
чемъ нулю можеть быть равно только а. Дроби —.’ 


1 1 ы 

= а ***- + Называются звеньями непрерывной дроби. 
з в 

Если число такихъ звеньевъ ограничено, то дробь назы- 

вается конечной, въ противномъ случа — безконечной. 


Для сокращен!я письма, можно изображать непрерыв- 
ную дробь въ видЬ 


в; (у, @, а. >). 
99. Обращене всякаго числа въ непрерывную дробь. Возьмемъ 
произвольное положительное число 2, ращональное, или 
иррашюональное. Каково-бы ни было это я, всегда возможно 


найти два послЪфдовательныхъ натуральныхъ числа а, и 
а,--1, такихъ, что будеть удовлетворено неравенство: 


ата --1 
Напр., если 2= УВ, то а. =1; если #==5, то а, =5; 
если 8-1, то а. =0 ит. д 


Такь какъ 2 содержится между а, и а,-1, то можно 
предположить, что #==а,--нфкоторая правильная дробь; 
пусть 


1 
Е За 


ый — 


глЪ т, очевидно, болфе единицы, а потому также заклю- 
чено между двумя цфлыми числами, напр., а, и а.-|-1; 
пусть 
1 . 
=: о , 
гдЪ т», очевидно, тоже можетъ быть приведено къ виду: 
т 
жа, —. ИТ. № 
7. 


Злфсь а, а» а, ... суть наибольшя цфлыя числа, заключенныя 
соотвфтственно въ х,, х., х,. ....,И мотому, очевидно, что 
только число а, можеть быть нулемъ, всЪ же остальныя числа 
а, а, а... . - ПО меньшей меръ суть единицы. 4 


Предыдущий результатъь можно написать въ видЪ: 


.› 
и, слфдовательно, при помощи такого ‘према всякое число 
‚можеть быть развернуто в5 ариометическую непрерывную дробь, 


100. ТЕОРЕМА. Всякое СОИЗМЪРИМОЕ число можетъ быть развер- 
нуто въ КОНЕЧНУЮ непрерывную дробь, и притомъ только въ одну. 
Если данное число—цфлое, то теорема не требуетъ до- 
казательства, такъ какъ мы можемъ разсматривать всякое 
цфлое число, какъ непрерывную дробь съ однимь звеном. 
Пусть поэтому данное соизмфримое число выражается 


несократимой *) дробью о 


Будемъ искать общаго наибольшаго дфлителя чиселъ 
А и В (см. «Ариеметику» 61), т. е. дЪлимъ сперва А на В; 


*) Предполагая данную дробь несократимой, мы нисколько не огра- 
вичиваемь общности доказательства, такъ какъ всякую дробь, приведя 
къ прост®й тему виду, можно едфлать чесократимой. 


—.19— 


пусть частное будетъ “4 (ясно, что а, можеть равняться 
и нулю) и остатокъ—”, (очевидно, а Тогда 


Ава =а. + 
: Е 


Дфлимъ теперь В на *;, и пусть частное будетъ а, и оста- 
токъ 7); тогда 
А р 1 1 
=0. —а, -| 7. а, 
В я не (..) т а, и аи 


а 


Продолжая подобное же дЪйстие и имЪемъь: 


Иней =а. + 
ы 
а т 


(,) 


Такъ какъ по условю числа Аи В взаимно-проетыя 


—ъте 


3 


(ибо дробь & несократима), то ихъ обиий наибольший 


дЪлитель равень единиц, а потому, продолжая вышеука- 
занныя дфйствя, мы непремфнно дойдемь до остатка, рав- 
наго единице *). Пусть этоть остатокъ будётъ х,=1. Тогда, 
очевидно, дЪйстве закончится, и мы получимъ конечную 
непрерывную дробь: 


А 1 
ааа 
и аж Н. 


Чтобы доказать, что развертыване это даеть только 
единственную непрерывную дробь, допустимъ обратное. 


*) См. «Куреъ теорет. Аридм.» & 61 и 68 


= 120: — 


Пусть данное соизмфримое число 2, по предыдущему 
способу, развернулось въ конечную непрерывную дробь: 


т=а,; (а, а, а,. .,. .@м). (1). 


Допустимъ, что какимъ-либо инымъ способомъ оказалось 
возможнымъ найти для 2 еще другое разложеше въ непре- 
рывную дробь, напр., 
жа; (а, 0, а... .0)). . (2). 
Нетрудно убфдиться, что эти результаты тождественны. 
Въ самомъ дфлЪ, равенство (1) показываетъ, что = заклю- 
чено между двумя цфлыми числами а, и а,-|-1; равенство 
(2) говоритъ, что то-же самое число 2 заключено между цф- 
лыми числами а, и а,-|-1; очевидно, это возможно только 
тогда, если а.==а.. Далфе представляемъ равенства (1) и (2) 
въ вилЪ: 


== а. т) (3). 


55%; (бы ща), (4). 
о 

ЛЪвыя части послЪднихъ равенствъ равны, а потому цфлыя 
части этихъ непрерывныхъ дробей, т. е. а; и о», тоже равны. 
Такимъ же образомъ докажемъ, что а. =а,, а.==а,... ит. д. 


101. Изъ предыдущаго слфдуетъ правило: 


Для обращенйя обыкновенной несократимой дроби` въ ‘непре- 
Фывную, поступаемь съ числителемь и знаменателемь данной 
дроби такъ, какъ будто отыскиваемь итъ общазо наибольшагд 
бълителя по способу посльдовательнаго дъленя; получаемыя 
при этомъ частныя и будуть последовательными знаменате- 
лями искомой непрерывной дроби. 


102. Расположеше дЪйстыя видно на слБдующихъ 
примЪфрахъ. 
155 


1. Обратить въ непрерывную дробь 87 


— 121 — 
Составляемъ таблицу: 
| | | 5 |4... . частных, 
155 | 67| 21 4|1 
134 | 68| 20| 4 
ат | 4 | 1| °| .... отатнм, 
Сы, 1, 
5+. 


2 
*2. Обратить въ непрерывную дробь ие. 


Составляемъ таблицу: 
| о | 2] 2] | 2] з 2] 8... частных, 
577 
478 


239 
0 


239 
198 


99 
82 


41 
84 


© 


зв [| |] м| м] т 31| 0... стоки, 


239 
Е Сяфд. =; (2,2, 2,2, 8,2, 3). 


3. Обратить въ непрерывную дробь 2,79, 


Составляемъ таблицу: 


| з| :| | 1| 8| 5... чавтныя, 
279 |100 | 79| |165 1 

| 200 | 79| 63| 16| 15|] 51° 

: о | 21| 1 | 5| 1| о | .... остатки, 


103. Подходящ!я дроби. Соединеше нфсколькихъ звеньевъ 
непрерывной дроби 


со включешемъ всегда цфлой части, т. е. высаженя вида: 


1 0. 
“, Ра. я Ра п 
а, 
представляюция приближенную величину непрерывной 
дроби, называются подходящими дробями. Слфдовательно, | 
подходящей дробью называется то число, которое найдем, если 
остановимъ ‘непрерывную дробь на ‘нткоторомь неполномъ 
частномъ и вичислимь полученное приближенное значеше. —, 
104. Законъ составленя подходящихь дробей. Положимъ, 
дана чит дробь: 


га + 
к: 


ао 
Е 


Первую подходящую получимъ, если сохранимъ только 
ифлую часть и отбросимъ дробную часть непрерывной 
дроби. 


Итакъ, первая подходящая будетъ а. 


Для получешя второй подходящей, надо прибавить 
одно звено кие дроби; вторая подходящая, слФд., 


будетъ аи чЕь ая 


а 
Для получен!я третьей подходящей, нало къ неполному 


т 
частному а, нрибавить сл6лующее звено „-, т. е. подста- 
“ 
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1 
вить во вторую подходящую лробь величину +=. г - 

Е 
вмЪсто а;; поэтому 


1 
«(+ а —_ ааа а, _ (ааа, ра, 
а аа ыы ^ 


Сравнивая полученныя значеня подходящихъ дробей: 


а, , аа.-1 . (ала.-НТа,-Ра, 
Га ыы е Ш: ТЕНИ 


замЪчаемъ, что числитель третьей подходящей получается 
умножешемъ (а,а;-|-1), т. е. числителя второй подх. на 
третье неполное частное (а.) и прибавлешемъ къ произве- 
деню а,, т. е. числителя первой подх. Также и знамена- 
тель 3-ьей полх.=знаменателю 2-ой, умноженному на третье 
неполное частное, илюсъ знаменатель 1-ой подходящей. 


Слфд., обозначая числителя каждой подходящей дроби 
буквой Р съ указателемъ, соотвфтствующимъ номеру под- 
ходящей, а знаменателя буквой @ съ такимъ же указате- 
лемъ, имфемъ: з 

Р. — Рь . @-ЕР, а, ЕР, 
$, 9, “0. 


Докажемъ, что законъ этоть общёй и для всфхъ даль- 
н-йшихъ подходящихъ. 


Допустимъ, что мы имфемъ 3 послфдовательныя под- 
холяиИя дроби: 


Ра С Рыа. Ри 
Ч бъет" 
причемъ извфстно, что п-ая подходящая образована изъ 
двухъ предыдущихъ по слдующему закону: 
Ри=Ри-1. ат Рь-2; Ои=Он-1 . РО, 2..... (1), 


гдф буквой а», обозначено значеше м-аго неполнаго част- 
наго 
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Такимъ образомъ, по условю имфемъ: 
Ри Рав. ав Рь-з , (4). 
4 бы. ао 
Для того, чтобы получить подходящую дробь порядка 
(п--1), нужно прибавить слфдующее звено я т.е. за- 
т+ 
м$нить въ формулЪ (А) неполное частное а» выражешемъ 
Е 
Тогда получаемтъ: 
1 
Ри+1 ЕЕ 2, (м+ вы) ые 
Фъ+1 т и 
о 


— Рита ‚а Рь Е Рь-зальь _ (Рь-лат-Ри-з)аиа-ЕРн-1 

Оо латак 1-1 зала (1-9, анна НФ 

Но стоящя въ скобкахъ выражешя (Рь1@и--Р»_з) и 
(@„-за,--@„-з) на основан!и условя (1) равны Рь и %, а 
потому имфемъ окончательно: 

ТРьзь Е Рав Риф 

Ч»: Янат абы" 
т. е. числитель и знаменатель (п-|-1)-ой подходящей дроби 
составляются по такому же закону, какъ числитель и зна- 
менатель п-овой подходящей, а потому, если законъ этотъ 
справедливъ для какой-либо дроби, то онъ справедливъ и 
для слфдующей дроби. Но мы видфли непосредственно, 
что онъ вфренъ для 3-ей подходящей, а слд., онъ вфренъ 
и для четвертой; будучи вЪренъ для 4-ой, онъ вфренъ и 
для 5-ой и т. д. Слфдовательно: 

„Для составленя подходящей дроби какого угодно порядка, 
начиная съ трепией, нужно умножить числителя ш знамена- 
теля предшествующей подходящей ‘на неполное частное, соот- 
вттствующее составляемой дроби, и къ полученнымь произведе- 
эаямь соотвътственно прибавить числителя щ знаменателя 
подходящей дроби двумя порядками ниже. 

Примтчане. Если данная непрерывная дробь не имфетъ 


цфлой части, то за первую подходящую беруть 9. 
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105. Расположене дЬйстй для нахожденя подходя- 
щихъ дробей удобно вести, какъ показано на сл5дующихъ 
примфрахъ. 


1. Составить подхоляня непрерывной дроби 3; (3, 5, 4} 


2 | з | 5 | 4 ‘неполныя частныя. 


7 


Ай 
$78 


ты } подходяиия дроби. 


пи шм| 


155 
Четвертая подходящая —в7 ПРедставляеть точное зна- 


чеше данной непрерывной дроби. 
П. Составить подходяция непрерывной дроби 
0; (1, 1,2, 3, 2, 1, 4). 


о [11821 | 4 неполн. частн. 
На а ыы 
пишу [м | уш 


155 
Послфдняя подходящая -56з- представляеть точное зна- 
чене непрерывной дроби. 


СВОЙСТВА ПОДХОДЯЩИХЪ ДРОБЕЙ (65 106—115). 


106. ТЕОРЕМА 1. Разность между двумя подходящими дробями 
порядков *-аго и (#—1)-го равна (—1)”, раздфленной на произ- 
веден!е знаменателей этихъ подходящихъ, т. е. 


м 
бб 9. 
Согласно закону составлешя подходящихъ дробей, 
имфемъ: 
Ри= Ри. @а-НРи-ь 
= Ол . ®-- 9+. 


и, — 196 — у : 


Умножая первое равенство на @„_., второе на Ри. и 
вычитая второе изъ перваго, получаемъ: 


Рь Он, — 9" Ри ‚== Ъ. (Ри и, — @_, Ри_з). 


`Умножая обЪф части на (—1)” и замЪфчая, что (—1)”"" и 
(—1)"-1 — одно и то-же *), имфемъ: 


(— ПР» Фи, — @иРи_1=(—1)" "Ри @и-:— Фи Ри-] . 
Равенство это показываетЪ, что количество 
(-П"[Р» 9, —% Ри 
не изитняеть своего значевя отъ уменьшеня значка т ча 


единицу. Поэтому, продолжая такое же уменьшеше и дальше, 
получаемъ: 


(—П"[Рь @——% Ри-=СЫ- "7 Рь-, @и-:--@-, Ри 
=", —@,-Р] =. . - СОЧ, В]. 
Но если непрерывная дробь имфетъ видъ 


в=а+—, 1 


ты сы Ва Ч 
Р, = аа, + 1; 9, = а,. С выражеше 
(-ОЧР,9.-©Р] = С- 1 Каь 1) 1, .а]=1. 
Поэтому (-[Р» ©,-,— @ Р»-] = 
‚откуда, умножая обЪ части на (—1)”, имфемъ: 
Ри@н -— @"Ри = (—1". 
Раздъливъ об части этого равенства на произведеше 

©», получаем: 

Р» _ Ри _ СП 

4 бе: би’ 
что и требовалось доказать. 


*) Въ самомъ дЪлЪ, если ая ченид, то а ыы, А еь т 
если же я—нечетное, то = на и ее Ч. 
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107. ТЕОРЕМА И. Всякая подходящая дробь, составленная по вы- 
ъшеуказанному закону, есть дробь несократимая. 
Въ самомъ дфлЪ, мы только что имФли;: 
Рв Ри уе дж 
бб, Ч’ 


откуда Рио: — Ри =(—1. 


Если мы предположимъ, что числа Р, и ®, имфють об- 
щаго дфлителя К, такъ что Р,=ай ©,=0%, то, раздфливъ 
имфющееся равенство на № приходимъ къ абсурду: 


одно СИХ, 


т. е„ Что разность двухъ цфлыхъ чиселъ равна дроби. 


108. ТЕОРЕМА 111. Если число 2 развернуто въ непрерывную дробь 
и составлены подходящя дроби, то число 2 заключено между двумя 
посльдовательными подходящими, и ближе къ той, порядокъ которой 
выше. 


Пусть мы имфемъ нЪкоторое число 2, развернутое въ 
непрерывную дробь, такъ что 


= 1 


и составили подходяция дроби: 


РА. РР 
О Я бо бале 


Возьмемъ подходящую дрооь порядка (и--1). На осно- 
ваши вышеизложеннаго закона составлен я подходящих 
дробей можемъ написать: 

Риз Рана Ри-ь. 
Фи+1 Олатьа- Он, 
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Если въ правую часть этого равенства вмЪфсто непол- 
наго частнаго 4+: подставимъ у, причемъ 


а ть (1) 


аз +. 


Т. е. @в+1 60 всъми остальными звеньями, то получимъ, оче- 
видно, уже точное значеше непрерывной дроби: 

Ру Рь— "—, (2) 
"@ьу-Е 91 


Какъ видно изъ равенства (1), у есть число, больше 
единицы (такъ какъ @ав+1 по меньшей мерю=1). 


$= 


Рьшая уравнене (2) относительно у, находимъ: 


— Ра, 1 
р, 


а умноживъ обф части этого равенства на ©» ‚ получаемъ: 


1 
НЫ 
Е © 
„№. 
“в 


Принявъ во вниман!е, что лЪвая часть равенства (8) есть 
число положительное, видимъ, что 


или Ра 1 —=>0и #—01>0, т.е Р-Р, 
1 м1 9» 
Ри Ра 


или же 


зы ве; Р» 
% =<о из ее о. 


а это и доказываетъ, что число х заключено между двумя 
рядомъ стоящими подходящими. 
Кромф того, лЪвая часть того-же равенства (8) есть 


число, большее единицы, ибо @„>®»_,, (что слфлуетъ прямо 
изъ способа составления подходящихъ), и у> 1. 
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Поэтому и правая часть представляеть неправильную 
дробь, т. е. 
числ. знач [2 — :] >> числ. знач. [ — о. |. 
9», » 


а потому число & ближе подходить къ подходящей дроби по- 
‘рядка п; чьмь къ дроби порядка (п—1). 


109. СЛЬДСТВИЕ. Всякая подходящая дробь, четнаго порядка, 
болфе точнаго значеня числа х, развернутаго въ непрерывную дробь; 
всякая подходящая, нечетнаго порадка, менфе г. 


Дъйствительно, мы знаемъ, что 


Ри Ри (1. 
ба бт 


При ® четномъ разность эта будетъ положительна, 


при п нечетномъ ы > > отрицательна, 

т. е. четная подходящая больше нечетной. ав с. #, по 
только что доказанному, заключено между № о» и ; слЪ- 
довательно, при т четномъ 


Ть-1 
@ь-1 * 


Ь, 
ФС" 


а при я нечетномъ 


4 < к $ ь, что и треб. доказать, 


110. ТЕОРЕМА 1М. Если развернемъ каное ни есть число 2 въ не- 
прерывную дробь и составимъ подходящия, то численное значене раз- 


п каждаго изъ трехь 
сльдующихъ чиселъ: 

Аааа 
Фибььа ° @и(@-- 6)’ 6 


И. Щмулевичъ. „Цополы. къ Алгебр&*, о 


РИ 
ДУйствительно, мы вывели (6 108), что. точное значеше 


1 заключено между двумя послфдовательными подходя- 
щими; сл$д., 


Ри Раза _ Р»]. 
числ. знач. [ — "|< числ. знач. с 


но численное значене послдней разности равно ($ 106) 
1 


©» бл +1 х 
слЪл., 


числ. тем [*— ("| Зое ТАЗ 


т. е. численное значене ошибки, хоторую мы дълаемь, если вмтето 
точнаго значеная 2 беремъ подходящую дробь порядка п, меныше 
единицы, раздфленной на произведеше знаменателей этой подходящей 
и слёдующей за ней. 


Такъ какъ Фл,1= Ол аль @а-ь ГДФ аи: 21 ТО 
е 1 1 
©, >09, 5 слЪдов., о За боко’ 
а потому изъ неравенства (1) получаемъ, что и подавно 


ь Ри 1 
числ. знач. [ — о ак 


что даеть второй, боле грубый предфлъ ошибки, допу- 
скаемой нами, если вмфсто точнаго значешя = беремъ 
подходящую порядка п. 


Наконець, такъ какъ Физ @», то Фн+1 90, а потому 
1 1 
бо < я слфд, изъ неравенства (1) и подавно 


т. е. ошибка меньше единицы, дЪленной на нвадрать знаменателя 
данной подходящей. 
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110а. Пусть иЪкоторое число = развернуто въ ера дробь 
и составлены подходяния: 


Рене Ри Вани о, 
т ЕЕ" ^ к быт 

Имъемъ тождество: 
Ван И 
О 


р 6 
‘или, принимая во вниман!е только численныя значеня разностей: 


числ. зн. (о — числ. ан. (- 


Рп 1 
и... . (А). 

9) = ых 

Если бы оба слагаемыя, стоящ]я въ лЪвой части равенства (4), 
были бы равны между собой, то каждое изъ нихъ равнялось бы 


половинъ правой части, т. е; р ОИ . Но въ дъйствительности мы 
20» Оп+1 
знаемъ ($ 108), что разность (=- <" чиеленно больше разности 


(= ‚ а потому заключаемъ, что 


Рв, 1 
числ. ан. ( — а > 30% 9н" 
т.е. числ. знач. ошибки, которую мы допускаем, беря вместо т под- 


содящую п-аго порядка, больше единицы, дъьленной на удвоенное произ- 
веденёе вна.менаителей взятой подходящей дроби и слюдующей за ней. 


Подобнымъ же образомъ можно доказать, что ошибка эта будетъ 
1 
больше, чвмъ 5о: — 
з 26 


Примфръ. Пусть дана непрерывная дробь 
2=3; (2,8, 43,9, 63,2). 
Составляемъ подходящя: 


3 236 
ОЗУ: 9. 


Если взять четвертую подходящую т вмфето точнаго значеня 2 


то ошибка будеть меньше, чёмъ —— или аа но больше, ча, 


г 97 2910 
у 1 
авт" " е. больше — - 


5" 


а 


111. Итакъ, мы видимъ,. что взяву вмтсто точнаго значения 
2 подходящую дробь о", „мы сдълаемь ошибку, па численному 
значению меньшую каждазо изъ трехъ елюдующихь чисель: 
Онбь ка’ Он(@и-Е 9,1)’ 9 
‚Изъ трехъ указанныхъ предфловъ погрфшности самый 
точный есть 


› Но для вычисленя его, необходимо 


1 
Отн +1 
знать знаменателя подходящей дроби, слЪфлующей за той, 
которую мы принимаемъ за приближеше, что не всегда 
имфетъ мЪсто на практикЪ. 


Вычислеше предфла ошибки по формуль 


1 
@и(@-- @» -1) 
требуеть знан!я знаменателя предшествующей подходящей 
дроби. Формула эта мало употребительна. 


1 
Наконепъ, предфлъ 9 самый неточный, но въ то-же 
® 


время самый удобный, ибо онъ требуеть знашя толёко 
данной подходящей. 


Напр. если мы знаемъ, что нЪФкоторая подходящая 
18 
данной непрерывной дроби есть 35’ ТО можно сказать, что 


18 Н 
35 есть приближенное значеше данной дроби, съ точностью 


о: ъ т 
до 35 1255 сли, кромЪ того, извъстно, что знаменатель 


предыдущей дроби есть 17, то можемъ сказать, что ыы 
1 


точно до з55Е = тв. . Наконецъ, если извЪстно, что 
знаменатель слфлующей подходящей есть 87, то можемъ 


18 
есть значене 2 съ точностью до 


сказать, что 35 


ОЕ 
35.87 8045 


т а 


112. Въ предыдущемъ параграфЪ мы видЪли, что взявъ 
* 


Р, 
вмЪсто 2 подходящую дробь ©, * мы сдфлаемъ ошибку, 
». 


меньшую, чфмъ . СлЪдь всезда возможно образовать такую 


й 
© 
подходящую, которая отличалась бы отъ точнаго значейя г 
менфе, чфмъ на данную величину =, сколь бы мало последнее 
‘ни было. 


Въ самомъ дфлЪ, для того, чтобы удовлетворить не- 
равенству 


числ. знач. ( — <) <® 


©» 


достаточно, чтобы 9 <.е, т. е. надо выбрать О» такимъ, чтобы 
было удовлетворено неравенство: 


«> / т. 


Если непрерывная дробь, въ которую развернуто 2, есть 
дробь безконечная, то, при достаточно большомъ и, этому не- 
равенству удовлетворить возможно всегда, ибо знаменатели 


©, 9, 9... 4... 


растутъ безпредфльно, что видно непосредственно изъ за- 
кона ихъ составленя. 


Если же # развертывается въ конёчную дробь, и знаме- 


о 
1 
натели всфхъ подходящихъ меньше числа у чи то мы 


можемъ взять моследнюю подходящую, равную точному зна- 
ченшю непрерывной дроби. Впрочемъ, теорема эта имфетъ 
практическое примфнеше только для дробей безконечныхъ, 

113. ЛЕММА. Если несократимая дробь 5 заключена между 
двумя послфдовательными подходящими Вы и и, то знаменатель 
—1 


©» 
этой дроби $ болфе знаменателя каждой изъ подходящихъ. 
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Р, 
Дъйствительно, если дробь - заключена между и 
Г. © 
Рь 
и — > то разности 
%» 
а _ Ра ы Рь _ Рид 
ба ©» 1 
имЪють одинаковые знаки, причемъ численное значене 
первой разности менфе численнаго значения второй раз- 


1 
бо, 1" т. е. 


ач.|-° — 
числ. знач |-; 


ности, равнаго 
Ри 1 
= ) Е 
Умножая обЪ части на 6. ©, ет 
числ. знач. (а 9,1 — ВР, -1) < -— та 
ЛЪвая часть этого неравенства есть число цфлое, нерав- 
ное нулю *), а потому и въ правой части 
>09», а слБд. и подавно, $> 0,1. 
114. ТЕОРЕМА \. Каждая подходящая непрерывной дроби 2 менфе 


отличается отъ 2, чмъ всякая ‚другая дробь съ меньшимъ знамена- 
телемъ, т. е. 


числ. знач. лы В « числ. знач. СИИ ‚› если < 9» 
“» р 
Дъйствительно, если бы рег дробь 5 менфе 


отличалась отъ 2, чфмъ подходящая ее то она и подавно 


©» 


($ 108) менфе отличалась бы оть 2, чфмъ предшествующая 
Е 
подходящая 4. . 


Но число х заключено между 


[3 


> а 
$. "Г, а потому и дробь -- должна бы заключаться между 
и 


*) Если (а ВР) =0, ю @ 


ре › Что противорьчить 
‘условию. 


п 
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ТБми-же подходящими, а въ этомъ случаЪ знаменатель В, 
по предыдущей леммЪ, быль бы т: 9». Отсюда слЪ- 


дуеть, что если ® < ©», то дробь Иа болфе отличается оть 2, 


чфмъ подходящая 


о 
©» 

Прилибчане. ПослЪдняя теорема выражаетъ очень важное свойство 
подходящихъ дробей, а именно, что изъ везхъ дробей, представляющихъ 
‘приближенное значен!е непрерывной дроби съ одинаковой степенью точ- 
ности, подходящая дробь имЪеть наименьшй знаменатель, т. е. наиболве 
удобна для пользован{я, есть наиболфе простая дробь. 

115. ТЕОРЕМА \1. Если какое либо число 2 развернуто въ не- 
прерывную дробь, и составлены два ряда подходящихь дробей — рядъ 
подходящихь нечетнаго порядка: 

Р.Р, р 1 

ее ©. - м 
и рядъ подходящихь р. четнаго порядка: 

В: РР ее 

а : ® 
то первый рядъ есть рядъ возрастающй, причемъ всф члены его 
иенфе х, второй рядъ есть рядъ убывающи, причемъ всф члены его 
болфе х. Если число 2—соизмфримо, то ряды эти заканчиваются; есля 
ме х— несоизифримо, то они продолжаются безконечно и стремятся 
къ общему предфлу, равному этому несоизмфримому числу =. 

Выше было доказано (6 109), что 


р т . 
о.<% 059 <2..:.. 
и что ($ 108) 


Отсюда слЪдуеть: 


о 1:4 
Е ие +» ии 


ив --; 


т. е. рядь (1) есть рядъ возрастающий, причемъ вс члены 
его менфе =. 


о 


Также можемъ написать: 


#5 (>50 >:.... п 
ы 
Е ЕКА 
о, "> 1. >. 2... +, откуда 


Е 


реа ПОНИ 
г. е. рядъ (2) есть рядъ убывающй, причемъ всё члены 
его болфе г. 

Если 2 есть число соизмтримое, то одна изъ подходя- 
щихъ дробей равна точному значен!ю 2, и слЪл., ряды (1) 
и (2) закончатся. 

Если же число 2 — несоизмтримо, то оно развернется въ 
безконечную непрерывную дробь; въ этомъ случаЪ численныя 
значен!я разностей между соотвЪфтственными членами обот 
ихъ рядовъ, равныя ($ 106); 


и 
9..9, *9,.9,° 9;. 0.’ ©... 9, ``" 
могуть быть сдфланы сколь угодно малыми, такъ какъ 
числа ©,, ©, ©,, ©,....- растутъ безпредфльно. 


Итакъ, ряды (1) и (2) стремятся къ общему прелЪФлу, 
и этимъ предфломъ будеть именно несоизмЪримое число , 
какъ число, заключенное между чиелами обоихъ рядовъ ($ 31). 

Нетрудно и непосредственно убфдиться, что въ случаь 
безконечноети рядовъ (1) и (2) обиий предфлъ ихъ есть 
ЗиСлО непремюнно несоизмтримое. Въ самомъ дЪлЪ, предълъ 
этотъ болфе всфхъ чиселъ ряда (1) и менфе всфхъ чиселъ 
ряда (2), т. е. заключенъ между числами обоихъ рядовъ. 
Если бы этоть предълъ быль соизмфримымь числомъ, 


А к 
равнымъ напр. несократимой дроби ух, то, на основанйи 


леммы $ 113, знаменатель этой дроби В долженъ былъ бы 
быть болфе каждаго изъ знаменателей 
©; ©, ©, ©... %......, 


что невозможно, такъ какъ зваменатели эти, при безгра- 
ничномъ увеличен!и п, возрастають безконечно. 


и 


ГЛАВНЫЯ ПРИЛОЖЕНЯ НЕПРЕРЫВНЫХЪ ДРОБЕЙ (5$ 115—1186). 


116. Разложене нвадратнаго корня въ непрерывную дробь. По- 
ложимъ, напр. требуется разложить въ непрерывную 
дробь УП. Для этого разсуждаемтъ такъ же, какъ въ $999. 


Такъ какъ УИ заключается между 3 и 4, то, обозначивъ 
буквой 2 число, большее единицы, можно положить, что 
1 Уи-3 
П=3 =’ тк да #=— — —=—^ а 
ее м й УП—8 2 
Такъ какъ числитель Уп-з содержится между би 7, 
то, обозначивъ буквой т, число, большее единицы, можно 
положить, что 
ии 1 3 к 
Зе `—=8--—, откуда я, =—= = 11+ 8. 
=.’ откуда 3 Уп 
Такь какь сумма УП заключена между 6 и 7, то, 
обозначивъ буквой х, число, большее единицы, можно по- 
ложить, что 


а-УП-а-еА, откуда 2, = 
з 


1 
Уп-з 
Но прежде мы имЪли, что 

НЕ 
Уи 3’ 
а потому заключаемъ, что 2, =. 

Слёд., мы теперь находимся въ тфхъ же самыхъ усло- 
мяхъ, какъ и раньше, а потому всЪ дальнЪйция величины 
2, т ..... будуть послфдовательными повторешями 
ти х,. Итакъ, УП разлагается въ перюдическую непрерыв- 
ную дробь: 

1 
8 ие 
ЕВ 
а 
в’. 
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Примфры. Разложить въ непрерывныя дроби слфдующе 
квадратные корни; 


1. У8 ‘Отв. 

2. У13 Отв. 

3. УТ Отв. 

4. уя Отв. 

5. УТ Отв. 5; (1, 1,3, 6, 3, 1,1, 10,113, 5...) 
6. У23 ‘Отв. ав, Вас). 
т. Е Отв. 3; (ть 1 8, 7,8...) 
8. ИВ Оте. —_ 54 (Вах, ). 

9. у ‘Отв. а; (2, За, 2а, 3а..... ). 


10. Уж а Отв. а; (1, 98, 1, 24, 1, 34.....:). 


117. Иногда требуется извлечь при помощи непрерыв- 
ныхъ дробей квадратный корень съ точностью, не мене 
заданной. Въ этомъ случаЪ, подобно предыдущему, про- 
изводять разложеше корня въ непрерывную дробь и ©о- 
ставляютъ послфдовательныя ‘подходянИя до тбхъ поръ, 
пока знаменатель одной изъ нихъ не удовлетворитъ условию, 


выведенному въ $ 112. 
Пусть, напр., требуется найти ут съ точностью не 


менфе 1289 ° 


7 ‹ 
Развертывая въ непрерывную дробь, получимъ: 
рт п рывную др. В 
у По; (1; 8,1, 161.898 1161838116...) 
Для того, чтобы какая мае изъ подходящихъ отли- 


чалась ов —-менЪе, чфмъ на в ‚ надо, чтобы ея зна- 


менатель 4 удовлетворялъ бы неравенству: 


11239 
> д оте а> 40. 


— 139 - 


Составляя подходяц!я, получаемъ: 


о ИН А. 
ГУЩЕ. У 


> 84 

Послфдняя дробь и будеть искомая, такъ какъ знаме- 
натель ея 84 > 40. 

Примфры для упражненй. 

При помощи непрерывныхъ дробей вычислить съ точ- 
ностью, не менфе указанной, слфдующе корни: 

1. У8 съ точн. до $. Отв. у. 

3. 10 съ точн. до 0,001. Отв. 7. 

3. У17 съ точн. до за Отв. 8. 

4. 26 съ точн. до 0,0001. Отв. $34. 


118. По данной безконечной непрерывной перодиче- 


ской дроби нетрудно опредфлить ирращюнальность, изъ хо- 
торой она возникла. Напр. дана дробь: 


1 
РЯ 
4+5 Ч т 
АЯ 
Обозначая искомую величину этой дроби буквой 2 и 
перенося 2 въ лЬвую часть, имфемъ: 


1 
Си Е 1 
4+ + ве 
а 
Въ правой части находится безконечная перодическая 
непрерывная дробь, состоящая всего изъ двухь различные 
звеньевъ. Куъ знаменателю второго звена (4) прилагается 
безконечная пер!одическая дробь: 


а 
ри 39 
С 
равная по нашему обозначеню х—8. Итакъ: 
м 1 1 _2а- = 
Е ИДЕЕ т. 


т 
Е ы рр 
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Слфд., для опредфленая 2 имфемъ уравнеше: 
з-х 
925 


откуда ==-6б. 
Также 8 (4, 4, 4... .)=У5; а; (1, 2а, 1, 2а... =У я-а; 


1; 8, 3,82382.:... —+у*- 


118а. Вычисление логариемовъ. Такъ какъ вычислеше  лога- 
риемовъ при помощи непрерывныхъ дробей на практикЪ 
никогда не производится, то ограничимся только однимъ 
примфромъ, показывающимъ возможноеть этого примЪ- 
нен!я непрерывныхъ дробей. 

Пусть, напр., требуется найти 1№9,. 200. 

На основаши опредфлен!я поня\Мя о логарием$ ($ 78), 
мы знаемъ, что вопросъ приводится къ ршеню относи- 
тельно г показательнаго уравнен!я 10*=200. 

Пробуя для х послфдовательно числа 0, 1, 3, 3....., 
находимъ для 10” значения 1, 10, 100, 1000.... Такъ 
какъ 200 содержится между 100 и 1000, то = заключается 
между 2 и 3, а потому можно принять # равнымъ 2-|- нл- 
хоторая правильная дробь: 


#—2= 


‚ или: 92° 55—42 — 10=2-2, 


гдЪ у>1. Подставляя это значение # въ данное уравнене, 
имфемъ: 


1. + 4 
109—200, или 10%. 10% =200, откуда 19% =2, или 27—10. 


Пробуя для у числа 0, 1,2...., видимъ, что у за- 
ключается между 3 и 4, такъ что можно положить 


уе. Се, 


Слфдовательно, имфемъ: 
1 Г 


ке :4 
210, или 2°. 2: =10, или 2 
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что даетъ новое показательное уравнене: 
5\2 й 
(8 
Путемъ послфдовательныхъ пробъ убЪждаемся, ч.0 
5 \3 Р) 5.\* 
(+) <=<(9) 
Т. е., что 2 находится между 3 и 4, такъ что можно при- 
НЯТЬ 


1 р 
яз... .. 8). 
По подстановк$ получаемъ 
5+1 бб: 5] 12 
(ны (2) (к шь (8-3 
ее 
откуда |195] = 4 `1 


Послфдовательными подстановками можно убЪфдиться, 
что © заключается между 9 и 10, т. е. 


ет АН т 5.1 @) 
итд . ‚ 
Изъ равенствъ (1), (3), (3), (4)... . имфемъ: 
1 
ее 1 
иен 
УЕ 


Составляя подходяшия дроби, получаемъ: 
БАНЬ ИВА 
Четвертая подходящая даетъ значене искомаго лога- 
риема съ точностью, во всякомъ случаЪ, не меньше, чфмъ 


1 1 
до 93 › т. е, съ точностью до 8649 ° 
1186. Еще одно важное приложеше непрерывныя дроби 


имЪють при р5шен!и неопредфленнаго уравненя а2--ву=е, 
о чемъ будетъ подробно сказано ниже (6$ 215 и 216), 


а — 


ГЛАВА 51 
ТЕОРЕМЫ 0 РАВНОСИЛЬНОСТИ УРАВНЕНИЙ. 


119. Опредфлени. Два количества, соединенныя зна- 
комЪ =, называются равными и образуютъ равенство. Такъ 
напр., 3--6=2--7 есть равенство. Общий видъ равенства 
есть 


А= В. 
Количество А, находящееся влЪво отъ знака равенства, 


называется лъвой, или первой частью равенства; количество 
В называется правой, или второй частью равенства. з 


Всякое очевидное равенство называется тождествомъ. Напр.» 
7—=2-5; 11—1=2-|-8; А=А 
суть тождества. 


Тожюдествомь называется также равенство двуть буквенныхь 
выражен, иллъющее итето при всякомь значени буквъ, в20дя- 
зщить в5 незо. Такимъ образомъ, равенства 

(а-НЪ(а-5) =а'— 1; 


а" = 
(аоуа-наыКа-®) 
суть тождества. 
Уравнешемъ называется равенство, имтующее мтесто только при 


нфкоторыхъ частныхь значешяхь бухвъ, входящиаь въ нею. `Такъ, 
напр., равенство 


72—3=52-, 


есть уравнен!е, такъ какъ оно, будучи вЪрнымъ при ®=5, 
не имфеть мЪфста для всякаго другого значеншя 2, напр» 
для #=6, х=7, #=0 и Т. д. 


Т% буквы, частныя значешя которыхъ преобразовыва- 
ють уравнен!е въ тождество, называются неизвестными дан- 
наго уравненя. ТЪ значения неизвфстныхъ, которыя обра- 
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щаютъ данное уравнеше въ тождество, называются ръшеняии, 
или корнями уравнения. 


Рьшить уравненёе значить найти его корни. 

Выражение: корень удовлетворяетъ уравнентю, обозначаетъ, 
что по подстановкЪ въ данное уравнеше найденнаго корня 
вмЪсто неизвЪстнаго, получается тождество. 


120. Классификащя уравнений. 


1. Уравнеше называется алгебраическимь, если надъ не- 
извфстными не совершается иныхъ дЬйстый, кромф сло- 
женя, вычитаня, умножен!я, дфления, возвышеня въ сте- 
пень и извлечешя корня. 

Въ противномъ случа, уравнене называется трансцен- 
дентнымъ. 

Напр., уравневя 

= 
5°—=7; Уа=6 
суть уравнен!я трансцендентныя: 


П. Ло числу неизвьстныть уравнешя раздфляются: на 
уравнения съ однимъ неизвЪстнымъ, съ двумя, тремя и со 
многими неизвЪстными, 

Ш. Если об части уравнешя суть выражевшя рацю- 
нальныя и цБлыя относительно неизвЪстныхъ, то степенью 
‘Уравненя называется сумма показателей степеней неизвьстныхь 
6% томъ член уравненля, въ которомь эта сумма наибольшая. 

Въ зависимости отъ степени, уравнения раздфляются на 
уравнешя первой степени, на уравнешя второй степени, или 
хвадратныя, третьей степени, или пвубичныя, четвертой, пятой 
ит. д. 

Напр. уравнеше 

#—52—Зу= 17-22 
есть уравнене мервой степени съ тремя неизвЪстными. 
Уравнеше 


4=—бау-7Ру— 3 


есть уравнене третьей степени, такъ какъ наибольшая 
сумма показателей при неизвфстныхъ равна $ (въ членЪ 
1). 


А эВ 
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121. Если нЪсколько неизвфстныхь должны уловлетво- 
рять одновременно нфсколькимъ уравнен1ямъ, то совокуп- 
ность этихъ уравнен!й составляеть, такъ называемую, си- 
стему совмтетныхь уравненёй. 

Рюшить систему несколькить уравненй съ нъсколькими 
неизвьстными значить найти значемя неизвъетныть, удовле- 
творяющея одновременно всфмъ заданнымъ уравненямъ. 


122. Два уравнен1я, заключающия одни и т$-же неиз- 
вЪстныя, называются равносильными (равнозначными, эквивалент- 
ными), если они имфють одни и тБ-же ршеня, т. е., если 
всъ корни перваго уравнемя удовлетворяютъ второму, и, наобо- 
роть, съ корни второго уравнемя удовлетворяютъ первому. 

Очевидно, что при ршени уравненй мы можемъ за- 
мфнять данное уравнеше другимъ, равносильнымъ ему. 

Процессъ рёшеня заключается, вообще, въ томъ, что 
при помощи разнаго рода преобразован приходятъ къ 
такому уравнен!ю, равносильному данному, правая часть кото- 
раго есть само неизвЪфстное; очевидно, что лфвая часть 
такого уравнешя и будетъ искомымъ корнемъ. 

Производимыя для этого преобразован:я основаны на 
доказанныхъ ниже теоремахъ о равносильности уравнешй 
(6$ 128—186). 


122а. Въ дальнфйшемъ изложеши теори уравненй 
условимся для удобства письма обозначать условныя равен- 
ства, т. е. уравнемя, знакомъ =, а безусловныя равенства, т. е., 
тождества, знакомъ =. 


Такимъ образомъ, равенство 
А.=В, 
булеть обозначать уравнеше, въ которомъ = есть неизвфст- 
ное. Если корень этого уравненя есть #=а, то, подставивъ 


выЪфсто 2 въ обЪф части значеше а, получимъ уже трехчерт- 
ное равенство, т. е. тождество: 
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123. ТЕОРЕМА |. Если къ обЪимь частямь даннаго уравненя 
прибавимъ, или изъ обЪихь частей его вычтемь одно и то-же выра- 
жеше, содержащее неизвЪстныя, или не содержащее ихъ, то получимъ 
новое уравнене, равносильное данному. 


Пусть данное уравнеше будеть 


Если къ обЪимъ частямъ его прибавимъ по С., то по- 
лучится новое уравнеше 


дав... .`.`. 8) 


"Требуется доказать, что уравненя (1) и (2) равносильны, 
т. е. что любой корень урчя (1) будетъь удовлетворять 
Ур-1ю (2) и, наобороть, любой корень ур-я (2) будеть также 
корнемъ ур-я (1). 

‚Доказательство. 1°. Пусть ®=а будеть однимъ изъ 
корней уруя (1). 

Слфдовательно, подставивъ въ него а вмфсто 2, полу- 
чимъ тождество: 


4. =В.. 


Сложивъ почленно обф части этого тождества съ оче- 
виднымъ тождествомъ: 


6.=0,, 
получимъ новое тождество: 
4,--0, = В.--0...,... (3). 


Сравнивая послЪднее тождество съ ур-чемъ (3), видимъ, 
что отъ замфны буквы 2 буквою а, ур-е (2) обращается въ 
тождество (3), а это и показываетъ, что корень ур-я (1) 
1—4 есть въ то-же время и корень ур-я (2). 

2°. Пусть теперь 2=а есть одинъ изъ корней ур-я (2). 
Слъдовательно, подставляя въ него а вмЪсто 2, получимъ 
тождество: 


Аа С. = В. | С,. 


*) Если уравнен1е содержитъ ипсколько „ напр. 2, у, =. ., 
то оно напишется такъ: 4, у... .=В, у... ., ПрИЧемь ход» дока- 
зательства теоремы нисколько не измЁнится. 


0, Шмулевачь. „Дополи, къ Алгебрь". 10 
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Вычитая изъ обЪфихъ частей его почленно очевидное 
тождество 


0, 


И 
о 


получимъ новое тождество: 
4 =, :-.. 0 
которое показываетъ, что подстановка значешя х вмЪсто ® 
въ уравнеше (1) обращаеть это ур4е въ тождество (4), 
т. е, что каждый корень урфя (2) есть въ то-же время 
корень ур-я (1). 
Итакъ, теорема доказана, т. е. ур-я (1) и (2) равносильны. 


124. Сльдетве 1.’.Любой членъ уравненя можно перенести 
изъ одной части въ другую, написавъ его въ этой другой части 
съ обратнымь знаком. 

Въ самомъ дфлЪ, если переносимый членъ иметь знакъ 
(--), то перенесеше его въ другую часть со знакомъ (—) 
равносильно отнятйю этого члена отъ обфихъ частей ур-1я; 
если же онъ имЪеть знакъ (—), то перенесеше его со 
знакомъ (--) равносильно прибавлешю его къ обфимъ 
частямъ уравненя. 


Примтръ. Дано ур-е: 
7—32=И— 5х. 
Прибавивъ къ обфимъ частямъ его`по 52, получаемъ: 
7—32-5т=11, 
т. е. видимъ, что членъ 55 перешелъ въ другую часть, 
измЪнивъ знакъ. 


Сльдстве И. Можно перемизнить знаки у вотъхь членовь урав- 
неня на обратные, 

Въ самомъ дфлф, перемфна знаковъ у всфхъ членовъ 
уравнен!я на обратные равносильна перенесено всфхъ 
членовъ ур-я изъ первой части во вторую и изъ второй 
части въ первую. 


Примтръ. Дано ур-е: 
18— 55=17%— 36, 
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Перенеся всЪ члены, имфемъ: 
— 72-36 = — 12-5. 

Мъняя теперь мЪстами обЪ части уравнен!я, получаемъ: 
— 12-52 = — 7-86, 


Видимъ, что всЪ члены уравненя измфнили знаки 
на обратные. 


Сльдстйе 11. Всяхое уравневе можно привести кз виду Р.—0. 


Въ самомъ дфлЪ, перенеся всЪ члены изъ второй части 
въ первую, получимъ въ лЪвой части нЪкоторое выражение, 
содержащее извфстные и неизвфстные члевы, а въ правой 
части нуль. 


125, Замфчаше. Всякое уравнене первой степени съ 
однимъ неизвфстнымъ, посл перенесешя всфхъ членовъ 
въ лЬвую часть и приведеня подобныхъ членовъ, иметь 
виДЪ 

аз =0, 


тдф аи Ъ суть выражен, не содержацшия # 


Это есть, слЪд., общёй видь Уравненгя первой степени съ 
однимь неизвъстны.мъ. 


Также 
аа? те ==0, 
тдф а, 6 с, не содержать 2, есть обиий видъ квадратнаго 
уравненя сь однимъ неизвЪстнымъ. 
Также 
ааа -еж--а=0 


есть обций видь кубичнаго уравнешя съ однимъ неиз- 
вЪстнымъ. 


И, вообще, 
аа” -|- ватой... -Най-и-т =0 


есть общ видъ уравнешя пи—овой степени съ однимъ 
неизвЪстнымъ. 


10* 
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126. ТЕОРЕМА И. Если обф части уравненя умножить на одно и 
то-же выражене, не равное нулю, не равное безконечности, и не 
содержащее неизвфетныхъ, то получится новое уравнене, равносильное 
данному. 


Пусть дано уравнеше 
Е Вах обла ереАвИЧ (1) 


и пусть С обозначаетъ какую нибудь конечную *) величину, 
не содержащую неизвфстныхъ даннаго уравненя. 


Умножая обЪф части даннаго ур4я на С, получаемъ 
новое уравнеше 


А ее 


Требуется доказать, что уравнения (1) и (2) равносильны. 
Замфняемъ ур-я (1) и (2) равнозначными имъ по до- 
казанному ($ 124, слфдстые Ш) уравнешями 


А,—В,=0....(3) и (4,—В,).0=0....(4) 

и докажемъ, что уравнен!я (8) и (4) эквивалентны. 

‚Доказательство. 1°. Пусть #==а есть одинъ изъ корней 
ур-я (3). СлЪдовательно, подстановка а вмфсто ® даеть 
тождество: 

А, вВ.=0. 

Умножая об части этого тождества на конечную по 

условшю величину С, получаемъ новое тождество: 


МОЕ а 


Послфднее тождество показываетъ, что замЪна буквы 2 
буквсю а преобразуетъ ур-е (4) въ тождество (5), т. е, что 
==а есть корень ур-я (4). 

>. Пусть 2=а есть одинъ изъ корней ур-я (4). СлЪлдо- 
вательно, имфемъ тождество: 


(Ве еле 


ыы равную ни вулю, ни безконечноети. 

**) Произведеше 0. С могло бы не равнятъся нулю только въ томъ 
случа, если бы С равнялось безконечности; но по условно С есть вели- 
чина конечная, & потому 0, С=0. 


` 
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Произведен!е лвухъ множителей можеть равняться нулю 
только въ томъ случаЪ, если по крайней мфрЪ одинъ изъ 
чихъ равенъ нулю. Но 0, по условю не нуль, а потому 
изъ тождества (6) слфлуетъ, что 


А, — Ва О 8... (7). 
Посльднее тождество показываеть, что уравнен!е (3) 


обращается въ тождество отъ замфны въ немъ буквы 2 
буквою а, т. е., что х=а есть корень ур-чя (3). 


Итакъ, всяюй корень ур-1я (3) удовлетворяетъ ур-ю (4) 
и, наоборотъ, всякий корень ур-я (4) удовлетворяеть ур-1ю (3), 
т. е. уравнешя (3) и (4), а слдовательно и равнозначныя 
имъ ур-я (1) и (2) эквивалентны, что и треб. док. 


127. ТЕОРЕМА 11. Если умножить об части уравнешя на вы- 
раженте, содержащее неизвфстныя, то получится новое уравнеме, 
вообще, не равносильное данному. 


Пусть дано уравнеше 
ВЕ: Заре бИаеЫя . (1). 


Умножая обЪ части его на величину С,, содержащую 
неизвЪстныя даннаго уравненя, получаемъ 


РЕ ак -@). 


Замфняемъ ур-я (1) и (2) равносильными имъ по до- 
казанному ($ 124, слЪдстые Ш) уравнен!ями 


ина и (4—8В.).0,=0.....4). 


Докажемъ, что ур-я (3) и (4), а слЬдовательно, и равно- 
значныя имъ ур-я (1) и (2) вообще не эквивалентны. 


‚Доказательство. 1°. Пусть «==а есть одинъ изъ корней 
ур-я (3). Слфдовательно, имфемъ тождество: 


Е 


Умножая обф части его на С., получаемъ равенство: 
4—5.) О.=50 9 
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Во второй части этого равенства находится произве 
деше 0. 0.. Если О, не равно безконечности, то это про- 
изведене тождественно равно нулю, и слЪдовательно, 


(А.—В,). С, =0, 


т.е. вв этомъ случаъ *) корень #=а ур-я (3) будетъ также 
и корнемъ ур-я (4). 


Но можеть оказаться, что подстановка значен!я @ вмЪ- 
сто 2 въ множитель С, обратитъ этоть множитель въ без- 
конечность, т.е. что О,—о. Въ этомъ случа произведеше 
0.0, представляетъ неопредфленность, истинное значеме ко- 
торой можеть и не равняться нулю, и тогла произведеше 


м-в). 0,40, 
т. е. корень ур-йя (3) 2=а не будетъ удовлетворять ур 1ю (4). 

Итакъ, мы видимъ, что оть умножешя на величину, 
содержащую неизвфстныя, нЪкоторыя значешя корней 
могутъ потеряться. При этомъ изъ вышеизложеннаго ясно, 
что этими потерянными значенями корней будуть т значешя не- 
извфстнаго, которыя обращаютъ даннаго множителя С, въ безконеч- 
ность, 


2°. Пусть т==а есть одинъ изъ корней ур-я (4). СлЪдо- 
зательно, имЪфемъ тождество: 


(4 —В).0=0 -...:...0) 

Если произведеше двухъ множителей ‘тождественно 
равно нулю, то, по крайней мЪрЪ, одинъ изъ нихъ тожде- 
ственно равенъ нулю, а другой при этомъ не обращается 


въ безконечность. Итакъ, здфсь могутъ представиться два 
случая: 


1. Первый множитель равенъ нулю, т. е. 
ВНЕ 


Сравнивая это тождество съ урчемъ (3), видимъ, что 
въ этомъ случа$ 2==а есть корень этого уравненя, 


*) При С, оо. 
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П. Если же въ тождествЪ (6) равенъ нулю второй мно- 
житель, т. е. С, = 0, то первый множитель, т. е. (А, — В,), 
можетъ при этомъ принимать кажя угодно значеня, кром$ 
только безконечности. Если случайно окажется, что значеше 

. 2—а, обращающее С, въ нуль, обратитъ и (4. —В.) тоже 
въ нуль, то х==а будетъ корнемъ урчя (3). Вообще ‘же, 
значен!я 2, обращающия С, въ тождественный нуль, не 
будуть обращать въ нуль выражеше 4,—В,, г. е. не будуть 
служить корнями ур-я (3). Такимъ образомъ, корни эти явля- 
ются посторонними (лишними, паразитными) для даннаго 
ур-я (3). 

При этомъ изъ вышеизложеннаго ясно, что этими 
посторонними корнями будуть т значешя неизвфстнаго, которыя 
обращаютъ множителя С, въ нуль. 


128. Примфры. 1. Пусть дано уравнеше 
#—8=0, 
имфющее, очевидно, всего одинъ корень 2. Умножая объ 
части его на (#—3), получаемъ: 
(2—2). (2—3) =0, или 2*—5х--6 =0. 

РЬшая это квадратное уравнеше, находимъ два корня: 
2, = и 2,=3. Первый корень удовлетворяетъь данному 
уравнен!ю; значене же х=3 есть постороннй корень, не 
удовлетворяюций предложенному уравненю. Этотъ посто- 


роный корень есть именно то значеше неизвЪстнаго, которое 
обращаетъ введенный множитель (2—8) въ нуль. 


И. Дано урче 
(=) 5) =0. 
Корни его суть 8 и (—5). 
Умножая обЪ части его на Е получимъ: 


&— 
#-5=0. 
Единственный корень этого урЧя есть #=—5. 


Слъд., корень х==2 потерялся. Это потерянное значене 
корня есть именно та величина 4, которая обращаетъ дан- 


1 
ный множитель а въ безконечность. 


Г 


1И. Дано ур-е 
(#— 3—7 е-+49=0. 
Корни его суть: 3, 7, (—4). 


1 
Умножая объ засти его на 5, получаем: 


(@—3)#—7)@е-44)=0. (2). 


Корни его суть: 8, 7, (—4), т. е. т6-же, что и корни 
уря св что ур-е (2) равносильно ур-1ю (1). Это происхо- 


1 
дитъ оттого, что множитель _— =, хотя и обращается въ 
безконечность при 2—3, но истинная форма неопредъленности 


Е еее] 


при 2—3, равна нулю, что вилно непосредственно, по со- 
кращени даннаго выражешя на (2—3). 


1\. Дано уравнеше 
22—32 2=50, 
имфющее корни 2,=1 и 2,=2. Умножая обЪ части его 
на (7—1), получаемъ кубичное ур-е 
28—42 55—20, 
имфющее три корня: 2, =1, 2,=1 и 2, =2. 

Очевидно, что это ур-4е въ сущности эквивалентно дан- 
ному, такъ какъ различныя значеня его корней суть 1и 8, 
т. е. тБ-же, что и у даннаго ур-4я. Такимъ образомъ, въ 
этомъ случаф умножеше на величину, содержащую неиз- 


въстныя, не ввело постороннихъ корней. Произошло это 
по той причинЪ, что въ полученномъ произведени 


(2—1) @—8=--2) =0 
значеше х=1, обращающее введеннаго множителя (2—1) 


въ нуль, дфлаеть и второго множителя (2*—32-+-2) тоже 
равнымъ нулю, т. е. не даетъ новаго, лишняго корня. 
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129. Резюмируя все вышеизложенное относительно 
‘умножешя обфихъ частей ур-я на величину, содержашую 
неизвЪстныя, можно сдфлать слЪдуюце выводы: 


1. Если множитель С, есть алзебраическое выражене, цфлое 
относительно неизвъстныхь, то, ни при какихъ конечныхь зна- 
ченбять ‘неизвъотныхь, множитель этоть обратиться въ безко- 
нечность ‘не можеть, а потому полученное уравнеше можеть 
прюбръсти тостороння ртьшеная, ему не принадлежащя, но не 
можеть потерять + одного корня, 

2. Если объ части уравнентя раздълить на алоебраическое 
выражене, цфлое относительно неизвьстныхь, (что равносильно 
Умножентю на обратную величину), то полученное уравнене 
можеть потерять некоторые корни, но не можеть пруобръсти 
постороннихь корней, 

Итакъ, если для рьшеня заданнаго уравненя понадо- 
бится обф части его умножать (или дЪфлить) на величину, 
содержащую неизвфстныя, и рфшать полученное таким 
образомъ урфе вмЪсто даинаго, то необходимо испытать, 
удовлетворяютъ ‘ли полученные корни заданному ур-ю, и 
отбросить лииме корни. КромЪ того, необходимо испытать, 
не удовлетворяютъ ли данному ур-1ю тВ значеншя неизвЪст- 
ныхъ, которыя обращають введеннаго множителя въ 
безконечность, и прибавить къ полученнымъ корнямъ тв 
изъ испытуемых значен!й, которыя обращають заданное урав - 
‘неме въ тождество. 


130. Освобождение уравнен!й оть знаменателей. Перенеся всЪ 
члены уравнешя въ лфвую часть и приведя ихъ къ общему 
знаменателю, мы можемъ всякому уравненю съ ращюналь- 
ными членами придать видъ: 


тдЪ А, и В, суть цфлые относительно неизвфстныхь многочлены, 


Требуется опредфлить, возможно ли для рьшеня по- 
добнаго уравнен1я отбросить общаго знаменателя В), т. е 
не поведетъ ли это къ потерв существующихъ, или къ 
прюобрЪтеншю постороннихъ корней? 


Зы Ик ВЫ; 
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Другими словами, надо выяснить, будуть ли уравнемя 


2... Фи 4,=0.. . () 
равносильны? 


Для точнаго разршен!я этого вопроса, удобнЪе всего 
прибЪгнуть къ общему методу, которымъ мы пользовались 
при доказательствЪ теоремъ $ 123, 126, 127. 

1°. Пусть, напр. рфшивъ ур4е (2), мы получили ко- 
рень х=а. Сльдовательно, можно написать тождество: 

А. =0. 

Подставляя значене а вмЪсто 2 въ ур-е (1), получимъ 
въ числителЬ 4, т. е. тождественный нуль, а въ знамена- 
телЪ—выражеше В. Дробь вида 

0 


В, 


будеть тождественно равна нулю во всфхъ случаяхъ, 
кром$ лишь того, когда, знаменатель В, будеть равенъ 
нулю, такъ въ этомъ случаЪ выражеше 

0 г 20 
вул 
т. е. представляетъ неопредЪленность. 


Постараемся эту неопредфленность раскрыть, т. е. вы- 
яснить ея истинное значенле. 

Если выражене 4, обращается въ нуль при подста- 
новк$ а вмЪсто 2, то, на основании $ 4, заключаемъ, что 4, 
дфлится нацЪфло на (т—а). 

Если В, тоже обращается въ нуль при подстановк$ а 
вмЪсто 2, то и В, имфеть дьлителя (х—а). 


А, 
(СлЪдовательно, дробь -8 можеть принять неопре- 
=. 


дЪфленную форму только лишь въ томъ случаф, если чис- 
литель и знаменатель ея имфютъ общихъ дфлителей. Если же 
этого нфтъ, то ни одно изъ значеый 2, обращающихъ 
числителя въ нуль, не можеть обратить въ нуль и знаме- 
нателя, и слЪд., въ этомъ случа неопредьленности получиться 
не можеть. 
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Итакъ, если дробь 4 несократима, то всяюй корень 
'. 


УР-1я (2) будеть также корнемъ ур-я (1), т. е. оть отбра- 
сываня знаменателя В, не „могут получиться посторонне 
корни. 

Сльдуеть имвть въ виду, что, приводя ве члены даннаго ур-я 
къ одному знаменателю, надо тщательно заботиться о томъ, чтобы 
обиуй знаменатель быль наименьшимь кратнымь возхъ имвющихея 
знаменателей, т. е. ме содержаль бы лишниаъ множителей, такъ 
какъ въ противномъ случа\, посл приведевя непремнно получится 
сократимая дробь. Пусть, напр., дано ур4е 


И НЕЙ: 
7—4 ' чае 95 
Переписывая его подъ видомъ 
1 1 6 
ее) ' и 55, 
замЪчаемъ, что общ знаменатель равенъ произведено (2-9), (2—9). 
Приводя къ этому общему знаменателю, получаемъ ур1е 
32° + ва” — 375 — 34 
= абееарев) —^° Вели АЕ .. › (@). 
Приравнивая нулю числитель и рзшая кубичное ур-е *) 
32* {- 62*— З7а—14 0, 


—15-+ 18 . 
Ре: 


+ 


находимъ корни: &,=8; 2, = Ё ИВ. . 


О 

Такъ какъ ни одно изъ этихъ рьшен! не обращаеть общаго 
знаменателя (2--2)*(2—2) въ нуль, то найденныя значешя будутъ 
корнями даннато уравнен!я. 

Еели бы мы по ошибкЪ приняли аа общаго знаменателя не 
наименьшее кратное данныхъ знаменателей, а произведеме изъ 
(2—4 (а'--42--4), то посл приведен я получили бы ур-е: 

Зач -| 128—262 — 02—48 | @ 
26(ая — 4) (+ 42-4) о кои 


Приравнявъ нулю числитель и рышивъ ур4е 
3ал-|-1223—9б6а7—982—48 =0, 


—15--У159 
нашли бы корни: а, — —2, 2:=8; 2; == ку $ 


*) Для рьшешя этого уравнешя разыскиваемъ цёлыхъ двучленныхъ 
дЪлителей многочлена 32*---62*—37л- 24 по способу, изложенному въ 
$ 18 (примврь \1). 
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Одияъ изъ этихъ корней, 2, =—2, обращаетъ въ нуль знамена- 
теля ур-я ($) и потому даеть неопредъленность, что и показываеть, 
что числитель и знаменатель этого ур-я имвютъ общаго множителя 
=--2, на котораго елЪдуетъ сократить дробь. Этотъ общ множитель 
былъ введенъ велЪдете того, что мы приняли за общаго знамена- 
теля произведене данныхъ знаменателей (2 — 4)(23 {42 -- 4), а не 
наименьшее кратное ихъ (=--2)*(#—2), и твмъ самымъ и ввели этого 
лишняго множителя (2 -{- 2), который и причинилъ двойное неудоб- 
ство: 1) повысилъ степень числителя до четвертой и #2) далъ не- 
опредЪленность. 


Изъ этого примЪра ясно, насколько надо быть внимательнымъ 
при приведеши возхЪ чденовъ уравненя къ общему знаменателю. 


5. Пусть х==а есть корень ур-я (1). Слфдовательно, 
имЪемъ тождество: 


А 


А 
Но дробь = можеть равняться нулю только въ 
а 


одномъ изъ слфдующихъ двухл, случаевъ: или, если числи- 
тель ея равенъ нулю, или же, если знаменатель ея равень безно- 
нечности. Разсмотримъ каждое изъ этихъ предположенй 
въ отдфльности. 

1. Если числитель, т. е. А, ==0, то, очевидно, что корень 
а удовлетворяетъ и ур-ю (2). 

П. Если В, савняется безконечности, то дробь =: при- 
® а 
нимаетъ неопредфленную форму ®. Въ самомъ дфлЪ, вы- 
ражеше В, есть результать подстановки значен!я а вмЪфсто 
2 въ В„. Но В„ булучи по условйю цфлымь относительно 
я, не можетъ обратиться въ безконечность ни при какихъ 
конечныхъ значеняхъ буквы 2; слБдовательно, В, можеть 
равняться безконечности только лишь при а= со, но въ 
этомъ случаЪ и А, тоже равно безконечноети, а потому 


4, 
дробь т. принимаетъ неопред5ленную форму &. 
С 
Постараемся раскрыть эту неопредфленность. Пусть 
числитель А, представляеть чвлый относительно 2 много- 


= 61 — 


зленъ степени т, а знаменатель-—тоже цвлый многочлен 
степени №, т. е. 


А, Аи ати, а"... Аа, 
В, = Вь а--Вьа а... .-Ве-В,. 
При раскрыти неопредфленности изслфдуемаго выра- 
жешя могуть встр$титься три случая: 


а) степень числителя выше стеиены знаменателя, т.е. т>№ 
$) степень чиелителя равна степени знаменателя, т.е. т=; 
в) степень числителя ниже степени знаменателя, т. в. т<Ё, 


а) Если т>\, то, раздфливъ почленно числителя и зна- 
менателя дроби 


да а, ера, 
ВВ, рае... Ве, `^* 
на а^ и принявъ ПОТОМЪ & == ©, получимъ 
СН 
В, › 


что равняется безконечности, а не нулю. Итакъ, истинное 
: 4. 

значеше неопредфленности 75’ въ этомъ случа$ не равно 
„ 


нулю, т. е. == не есть корень даннаго ур-4я. 

Ъ) Если т=Ё то, раздфливъ почленно числителя и 
знаменателя дроби (4) на 2* и принявъ потомъ 2= о, по- 
лучимъ 

А 

В» 
т. е. конечную дробь, не равную нулю. Итакъ, и въ этомъ 
случаЪ уравнеше не имЪетъ безконечнаго корня. 

6) Если, наконецъ, т < А, то, раздБливъ числителя и 
знаменателя дроби (4) нах" и положивъ потомъ #= о, 
получимъ 


Аы 

оь 
что всегда равно нулю. Итакъ, въ этомъ случа значеше 
2 = со есть истинный корень даннаго уравневия (1). 
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Резюмируя все вышесказанное, можно установить правило: 


цтълые 


й 

относительно х мноючлены, имтеть корень, равный безконеч- 
‘ности, только лишь въ томъ случаъ, если степень знаменателя 
выше степени числителя. 


Возвращаясь къ вопросу, будуть ли корни ур-я #0 


удовлетворять ур ю 4.=0, видимъ, что если степень чи- 
слителя выше или равна степени знаменателя, то всякй 
корень ур-йя (1) будеть служить и корнемъ ур-йя (2); если 
же степень числителя ниже степени знаменателя, то ур4е 
(1) будеть имфть еще корень 2= сэ, который въ ур-4и (8) 
потеряется, такъ какъ А» нулю равняться не можетъ. 


131. На основани всего изложеннаго въ предыдущемъ 
параграфЪ, ясно, что хотя ур-я 


А 
3 =59..-.. Фидо... @) 


вообще не равносильны, но на практик отбрасываше знаме- 
нателей, т. е. рьшеше ур-я (2) вмЪсто (1) не повлечетъ ни 
потери корней ни прюбрфтешя постороннихъ ршенйй, 
если только при этомъ соблюдать слфдуюция правила: 

1. Если заданное уравнене есть уравненёе нецтьлое относи- 
тельно неизвъетныхь, то для приведеная веъхъ членовъ къ общему 
знаменателю, надо брать за общазо знаменателя только наи- 
меньшее нратное данныхь знаменателей. 

2. Отбравывая общаго знаменателя В, даннаго уравненя 
#0 и ръшая уравнеме А,—=0, мы найдемъ всЪ конечныя 


значеня корней, удовлетворяющёя заданному уравненю = = 0. 
Каждое изъ полученныхь значенй надо подставить въ знаменателя 
В, и посмотртть, не обратится ли онъ отъ этой подстановки 
въ нуль. Еслы это случится, напр., при = а, то дробь ту г надо 
сократить на (х—а) и приступить къ решенгю вновь вт 
ри 0, отбрасывая опять знаменателя В\, ут. 9 


м оленей 
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3. Кромф ‘того, если степень отброшеннаго знаменателя 
выше степени числителя, то ко корнямь, полученнымь оть 
фтешеная ур-фя (2) и необращающимь В, в5 нуль, надо прибавить 
еще одинь корень 2= со, если только по услов?ю вопроса этоть 
безконечный корень имтеть смыслъ *). 

Для лучшаго усвоеня вышесказаннаго рекомендуется 
внимательно продфлать примфры, помфщенные въ слфду- 
ющемъ параграфЪ. 


132. Примфры. 1. Рьшить уравнене 
2 —#— 56 _ 
ава -а — 

Приравнивая нулю числителя, находимъ корни 8 и (—7). 


0 


Подставляя эти значешя въ знаменателя, видимъ, что 
ни одно изъ нихъ не обращаетъ его въ нуль. СлЪдова- 
тельно заключаемтъ (6 131, прав. 2), что 2,=8 и 2,= —7 суть 
единственные конечные корни даннаго уравнен!я. Но ур-+е 
это имфеть еше и безнонечный корень, такъ какъ степень 
знаменателя выше степени числителя ($ 131, прав. 3). ДЪйстви- 
тельно, раздфливъ оба члена дроби на 2*, получаемъ: 


Пе, 


о бь 
2—3 Е 
При 2 = ©, дробь эта обращается въ 7 т. е. въ нуль. 
Итакъ, предложенное ур4е имфетъ три корня: 2, =8; 
#, =—7; 1, =. 
2. Ршить уравнеше 
2—122* -- 1724-90 
23—92 23—15 
Приравниваемъ нулю числитель и рЬшаемъ кубичное 
ур-е 2*—122*-{-172--90=0. 


— 0, 


*) Напр., если 2 обозначаеть разстояню до точки встрёчи двухъ 
прямыхъ, то безконечный корень показываетъ, что эти прямыя параллельны, 
и слЪд. въ этомъ случа® рышеве со имфетъ вполнф опредфленный 
смыслъ. Подобныхъ примфровъ можно подобрать очень много. 


_Для этой цфли разыскиваемъ цпфлыхъ двучленныхъ 
дЪлителей многочлена 2*—124*-{-172-|-90 по способу, ука- 
занному въ 6 13 (примфръ УП. Такъ какъ (&-- 2) будеть 
однимъ изъ такихъ дфлителей, то, разлагая лЪвую часть = 
на множителей, получаемъ: 


22—1222-17 2-90 = (=-2)(2?—142-{-45)=0, 


откуда или 2-8 =0, т. е. 2, =—2, или же 2*—14а--45 = 0, И 
т.е. ,=5 и 2,=9. | 


Подставляя эти значен!я въ знаменателя, видимъ, что 
рЬшеня (—2) и 9 не обращаютъ его въ нуль, т. е. суть 
корни даннаго ур-4я. При 2 же, равномъ 5, знаменатель 
дфлается равнымъ нулю. Заключаемъ, что данную дробь 
можно сократить на (#—5). Выполнивъ это сокращенше, 
замфняемъ данное уравнен!е равносильнымъ ему ур-4емъ 


2—72—18 


ты 


Корни числителя 2, = —2 и 2,=9 знаменателя въ нуль 
не обращаютъ, и потому эти значен!я суть единственные. 
конечные корни даннаго ур-\я. Безконечнаго же корня раз-_ 
сматриваемое ур-4е не имфеть, такъ степень знаменателя. 
не выше степени числителя. Въ самомъ дфлЪ, раздфливъ 
оба члена данной дроби на #*, получимъ: 


аа 
85 ВА 
= = ? 


что при #=2 дфлается равнымъ 1, а не нулю. 
3. Рьшить ур-е: 


2а— 9922-10 


Ра 


Приравнивая нулю числитель и рЪЫшая биквад| 
ур-е 2*—2922*-{-100=0, находимъ его корни 2,=2; =. 
2:=5 и &:=—5. 


ь 
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Одинъ изъ этихъ корней, а именно #=8, обращаеть 
въ нуль и знаменателя и, слфдовательно, долженъ быть 
отброшенъ. По сокращен!и на #—8, получаемъ: 

ева) _ 
921 

Корни этого ур-4я суть: 2, =—9; 23=5 и 2, =—5. Без- 
конечнаго корня заданное ур4е не имфетъ, такъ какъ 
степень знаменателя ниже степени числителя. ДЪйстви- 
тельно, раздфливЪъ на 2*° оба члена дроби, получимъ: 


ее 
РЕ ЗЕЛВЫ ИаНЯ 49 
= я м 


что, при #=5, обращается въ безконечность, а не въ нуль. 
` Итакъ, единственными корнями заданнаго ур-я будуть 
2, = —2; 2,=5; я,=—5. 


133. ТЕОРЕМА 1\. Отъ возвышеня обфихъ частей даннаго урав- 
ненмя въ цфлую и положительную степень, получается новое уравненте, 
вообще, не равносильное данному. 

Пусть данное ур-+е будеть 

А, =В,. (1). 

Возвысивъ обф части его въ степень, показатель кото- 
рой есть натуральное число т, находимъ: 

Ат Вт. (2). 

Замфняемъ данныя ур-фя равносильными имъ ($ 124) 
уравнен ями: 

А В,—=0.... Фив. 

1°. Пусть х=а есть корень ур-я (1). Слфдовательно, 
имемъ тождество: 

Аа — В. =0. 

Подставляя значеше а вмЪсто 2 въ лЪвую часть ур1я (4), 
получаемъ: 


АВИА, ВДА а, В... ЕВ 
что тождественно равно нулю, такъ какъ первый множи- 


тель есть пуль, а второй— не равенъ безконечности. 
П. Шмулевичь. „Дополв. къ Алгебр%“. 11 


Ч®— Вт =0, 
т. е. вся корень ур-я (1) есть въ то-же время и корень 


ур-1я (2). Другими словами, отъ возвьяшенёя объизь частей 
‘уравненая въ одинаковую степень, корни потеряться не могуть. 


3°. Пусть з==х есть корень урля (4); Слфдовательно, 
‘имфемъ тождество: 


А”—Вт=0, или 
(4. ВО", .. РА, ВВ") = 0. (5). 


Произведеше можетъ тождественно равняться нулю, если, 
по крайней мЪрЪ, одинъ изъ множителей есть нуль. 


Слфдовательно, изъ тождества (5) слфдуетъ, что 
или А—В.=0.... ; (6); 


ини же ЕВ, |... : ЕВ: 


Если имЪеть мфсто равенство (8), то значеше #==а 
удовлетворяетъ и ур-ю (1). Если же 4.—В, +0, а имЪетъ 
мЪсто равенство (7), то значеше 2=а не есть корень дан- 
наго ур-1я (3), или равносильнаго ему ур-я (1). 

Итакъ, уравнеше, полученное отъ возвышен!я въ оди- 
наковую степень обфихъ частей заданнаго уравнен1я, можеть 
имфть посторонне корни. 

Въ справедливости вышеизложеннаго можно убфдиться 
на самыхъ простыхъ примфрахъ. Пусть, напр., дано урче 
2—2. Возвышая об части въ квалратъ, получаемъ: 2*=4, 
или 2*—4—0, или (#—2)(=-|-2)=0, откуда или 1) 2—9=0, 
т. е. 2=2, или же 2) 2--2=0, т. е. х=—28. . . корень, не 
принадлежаний данному ур-по и получивиийся всльдствые 
возвышен!я обЪфихъ частей его въ квадратъ. 


Итакъ, доказанная теорема говорит», что вели для решенёя 
уравнения приходится объ части его возвышать въ одну и ту-же 
степень, то корни полученнаго такимъ образомь уравненя 
необходимо испытать, м тль, которые не удовлетворяютъ заданно.му 
Уравненю, надо отбросить, вакъ посторонние. 


ла 


— 163 — 1 


к 134. Примфры 1. Лано уравнеше: 
Уг—8-- У4—==у8—= 
Возведя обЪ части въ квадратъ, имфемъ: 
26—81 =4—42; 
возведя въ квадратъ еще разъ, получаемъ квадратное ур-4е: 
52—825-- 48 =0, 


Оба корня этого ур-4я 2:=4 и 2,=2,4 по подстановк® 
въ заданное ур-4е, ему удовлетворяютъ. 


ь П. Дано уравнеше: 
У5=—1— У8— 22 =Уа—1, 
Возвышая обЪ части въ квадратъ, находимъ: 
4—8, 


Возвышая въ квадратъ еще разъ, получаемъ квадратное 
‘уравнене: 


112*— 842-240. 
Корни этого ур-4я суть: 8 и н: Корень 2=2, по под- 
.‚ становкЪ въ данное ур-е, обращаеть его въ тождество, 
корень же Н данному ур-ю не удовлетворяеть, но удо- 
влетворяеть ур-1ю: 


Ш. Разсмотримъ два уравнения: 


У 98—#=3- У48—. (1). 
И98—# =3— 482. (@): 
г, Уравненя эти по возвышен!и въ квадратъ лаютъ: 
6=48— (3). 
6= — У48—=. (4). 


1» 


ПИ”. 
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Возвышая оба ур-4я въ квадрать еще разъ, получаемъ 
для обоихъ случаевъ одно и то-же значеше неизвЪсжнаго 
—=12. Корень этотъ, удовлетворяя ур-1ю (1), не удовлетво- 
ряетъ ур-ю (2). 


ГУ. Уравнейя 
2—9= Ида... (1) и з—9=— У9—...(2), 
по возвышени въ квадратъ, дають одно и то-же ур-е: 
а— 172-12 =0, 
имфющее корни 2;:=9; 2.=8. 

Корень 2,=9 удовлетворяетъ обоимъ уравненямъ. Ко- 
рень же 2, = 8, принадлежа ур-фю (2), не принадлежигь 
ур-ю (1). 

У. Возьмемъ еще уравнене 

Уз+{6— Уг—8 =4. 

Возвышая обф части въ квазратъ, получаемъ: 

Уя--4=—18=2—6. 


Возвысивъ въ квадратъ еще разъ, найдемъ 2=8. 


По подстановк$ найденнаго значешя въ заданное ур-+е, 
увидимъ, что оно ему не удовлетворяетъ. 


Въ дЬйствительности, х==8 есть корень ур-я 
Уз-6- Уз—8 = 4. 
Данное же уравнене корней не имфетъ. 


Замфчане. СлЪдуеть имЪть въ виду, что, подставляя для 
провфрки найденныя значенйя корней, берутъ всегда только, 
положительныя значеня радикаловъ. 


135. ТЕОРЕМА У. Если въ систем5 уравненй съ нЪсколькими : 


неизвЪстными одно изъ уравнен!й замфнить новымъ, полученнымъ отъ 
сложешя по частямъ заданныхь уравненй, то такая система будеть 
равносильна данной. 
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По условшо теоремы требуется доказать, что система 
уравнев!й 


а, ия. . 


Аг у:.... = Выше... 


у 8... 


равносильна системЪ: 
Ааа... У =. Е Еву, ки == Вани, =... а, и... Рьна У 
ь ` И. 
| 
т. е, что каждый изъ корней первой системы удовлетво- 


ряеть и второй, и наобороть, каждый корень системы (П) 
служить также корнемъ и системы (1). 


1°. Пусть 2==а, у=, 2=0.... суть корни системы (1). 
Слфдовательно, имфемъ рядъ тождествъ: 
5% (1) 
А (2) 
(3) 


Складывая эти тождества почленно, получаемъ новое 
тождество: 


Аа, в, в... Сы в, с... Ел, в, в... = Ва, в,е..НДа, вв... Риь о... 


Разсматривая его вмфстБ съ тождествами (2), (3)... видимъ, 
что значешя х=а, у=6, 2=е.... обращаютъ уравнешя 
системы (П) въ тождества, т. е. суть корни этой системы. 


2°. Пусть 2==а, у==В, #=1.... суть корни системы (П). 
Слфдовательно, можемъ написать рядъ тождествъ: 


Авт. Съ, вл. В, в... 2 Ва,вл..НРь,зл. Ел. (@) 
бов (5) 
(6) 


Ев. 


а 


Вычитая изъ тождества (4) сумму тождествъ (5, 6,...), 


получимъ новое тождество’ $ 
4.,8,т.. = Во,вут.. (7) 


Соединяя тождества (5), (6), (7)..., убЪждаемся, что 
х-=а, у=В, 2—1... суть корни системы (1). 


Итакъ, системы (1) и (П) равносильны, что и треб. док. 


13Ба. Замфчане. Какъ видно изъ доказательства, спра- 
ведливость предыдущей теоремы же зависить отъ числа 
складываемыть уравнеюй. Поэтому можно складывать и не 
всЪ заданныя уравнен!я, а только нфкоторыя изъ нихъ. 
Полученное такимъ образомъ новое ур-е можеть замфнить 
любое изъ заданныхъ. 

До сложен я уравневй по частямъ мы, очевидно, имфемъ 
право каждое изъ этихъ урфЙ умножить на какую узодно 
конечную величину, не содержащую ‘неизвьетныхь, такъ какъ 
такое ур-е равносильно заданному ($ 196). 

Ясно также, что теорема эта остается справедливой и 
въ томъ случаЪ, если вмЪфсто сложешя мы произвелемъ 
вычитанше данныхъ уравнен!й по частямъ. 

Въ примневи къ рёшенйю системы двухъ уравнешй съ 
двумя неизвЪстными, теорема параграфа 135 говоритъ намъ, 
что данная система двухъ уравнен!й съ двумя неизвЪстными: 


(1)... -.. Алу=Вьуи (2). .... бьу=Льу 
можетъ быть замЪнена равносильной ей системой: 
(17)... . 4 и Ву НРцу и (2)... бъуаьь 
или даже системой: 

(*)..... РА» УС», у==рВа УНП, уи (21)... СьуЕЛьь 


гдЬ ри 9 суть произвольныя конечныя величины, не рав- 
ныя нулю. 


На этомъ свойств основанъ извфстный способъ рЪ- 
шен!я системы двухъ уравнешй съ двумя неизвфстными 
посредствомъ сложен!я и вычитан!я (см. напр., «Алгебру 
Киселева», $ 102), называемый также снособомь уравниваня 
коэффицаентовъ. 


ТЯ 


т 
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136. ТЕОРЕМА \1. Если одно изъ уравненй системы рышить отно- 
сительно одного изъ неизвъстныхь*) и замфнить это неизвъстное въ 
другихъ уравненяхъ найденнымъ значешемъ, то получится новая си- 
стема, равносильная данной, въ которой число уравненй и число неиз- 
вфетныхъ единицею меньше, чфмъ въ предложенной системЪ. 


Положимъ, что мы рЬшили одно изъ уравнешй пред- 
ложенной системы, напр. первое, относительно #, т. е. 
выразили 2 въ зависимости оть другихъ неизвфстныхъ 
о: 


Такимъ образомъ, предложенная система (1) **) пре- 
образовалась въ систему 
|. 


] 


Подставивши теперь найденное значеше для 2 во всЪ 
уравненя системы (1), получимъ новую систему: 


въ которой всЪ уравненя, кромф перваго, уже не содер- 
жать буквы #2. 


Докажемъ, что системы (1) и (2) равносульны. 
1°. Пусть 2=м, У=8, 2=е. ... суть корни системы (1). 


Тогда имфемъ рядъ тождествъ: 


*) Т. е. выразить это неизв®стное въ зависимости отъ другихъ не- 
извфотвыхь предложенной системы. 
**) См. $ 135, стр. 165. 
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ЗамЪнивъ во всфхъ этихъ тождествахъ, кромЪ перваго, 
величину а тождественно равной ей величиной /(6,с.....), 
получимъ новую систему тождествъ: 


о И 
Ещь..... Уве. 


Сравнивая эти тождества съ системой ур-Й (2), видимъ, 
что значешя 2=а, у=, =... . суть корни этой си- 
стемы. 


2°. Пусть 2=а, у=В, 2—1... . . суть корни системы 
(2). СлЪдовательно, имфемъ рядъ тождествъ: 


.) 


Замфнивъ во всЪхъ этихъ тождествахъ, кромф перваго, 
выражеше /(В,1....) тождественно равной ему вели- 
чиной в, получимъ новую систему тождествъ;: 

Лт. ....) 
бьвт... Ла,вл .. 
«вт... Ра, вт. 


Сравнене этихъ тождествъ съ системой ур-й (1) пока- 
зываетъ, что значешя я=, у—В, 2=т..... суть корни 
системы (1). 

Итакъ, системы (1) и (2) равносильны, что и тр. док. 


136а. Замфчаше. Замняя во всфхъ уравнешяхъ данной 
системы неизвфстное х его значенемъ въ зависимости оть 
другихъ неизвфстныхь 2=У(и,=..... ), мы заставляемъ 
исчезнуть это неизвфстное изъ уравненй. Въ такихъ слу- 
чаяхъ говорятъ, что оно исключено. И вообще, выражене 
«исключить ‘неизвестное изъ ® уравненй» значитъ замЪнить 
заданную систему изъ » уравнен!Й новой равносильной ей ° 
системой изъ (п—1) уравненй, въ которыхъ уже не со- 
держится этого неизвЪстнаго. 


ира 


На теорем параграфа 136 основанъ извЪстный способъ 
рЪшешя системы ур4й при помощи исключения‘ неизвЪ- 
стныхъ по способу подстановки. (См., напр., «Алгебру Ки- 
силева» $ 100). 


ИЗСЛЬДОВАНИЕ СИСТЕМЫ РЬШЕНЙ ДВУХЪ УРАВНЕНИЙ СЪ 
ДВУМЯ НЕИЗВЪСТНЫМИ. 


137. Общия формулы, служация для ршенйя системы 
аз-буе. ... . (1) и а Бу ..... (2) 


представляются, какъ извЪстно (см., напр., «Алгебру Ки- 
селева» $ 135), подъ видомъ: 


Изсльдоваше этихъ формулъ подраздфляется на два 
случая: 1) обийй знаменатель этихъ формулъ не равенъ 
нулю и 2) общ знаменатель равенъ нулю. 

Первый случай никакого интереса для изслфдованя не 
представляеть (см., напр., «Алгебру. Киселева» $ 136, 1), а 
потому обратимся прямо ко второму. 


Итакъ, положимъ, что общий знаменатель 
а, — ш, =0, 
причемъ допустимъ, что ни одинъ изъ коэффишентовъ 
а, а,, 6, В, не равенъ нулю. 


1°, Пусть ни одинъ изъ числителей не обрашается въ 
нуль, и, слфдовательно, значешя обоихъ неизвфстныхъ 
обращаются въ безконечность: 
66, —66. 46, —са, 
м в 


0 


& = 
Посмотримъ, что показываютъ эти безконечныя р%- 
шения. 
Согласно услойя имфемъ три зависимости: 
а, —,—=0... . (1); е6,—6,-0... . (2); а, са. +0... (3). 


Изъ (1) видно, что 
а о 
ты. 
т, е. что коэффициенты при неизвестныхь пропорщональны. 
Изъ (2) и (3) слЪдуеть, что 


, 


т. е. отношене коэффищентовъ не равно отношенгю свободныхь 
членовъ. 
Если обиий знаменатель отношешя коэффищентовъ 


а ь 
Я обозначимъ #, то можно написать: 
я , 


а, 
: @=Ё.а,; =А. 6, и с-ЕК .с,. 
Переписывая теперь данныя ур-я (1) и (2) и замБняя 
въ первомъ ур-4и @ и 6 черезъ фа, и #6,, получаем: 
аа-НЫну=е. .... (8) и аа уе ,..... (4) 
или, для обЪ части урчя (3) на конечную величину #: 


аут и а,=- НВ у=е,. 


Сравнивая послфдня ур-4я, видимъ, что лфвыя части 
у нихъ одинаковы, а правыя различны, ибо по условию 


а. Слфдовательно, данныя ур-Ёя противорфчать другь другу» 


или, какъ говорятьъ, несовмёстны, такъ какъ не можеть 
одна и та-же величина а,2--, у равняться одновременно 


с 
двумъ различнымь числамъ + 


Итакъ, безконечныя ръшешя системы показывают, чило 
заданныя уравненмя несовмфстны, 

Примтръ. Уравнешя 91=-|-26у=7 и 142--4у=15 месов- 
„езстны, такъ какъ 


ис, 


о р ИК 
па-а в. 
Дъйствительно, умноживъ первое изъ нихъ на 2, а 
второе на 13, получимъ: 
1822-5214 и 1822 59у—195, 


т. е. одна и та-же величина долхна одновременно рав- 
няться и 14 и 195. 


день 
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Также, очевидно, несовмЪстны уравнен!я 
52—79—1 и 152—21у=17, 


что можеть быть сразу обнаружено хотя бы дфлешемъ 
обЪихъ частей второго ур-я на 3. 


2°. Положимъ теперь, что кромЪ общаго знаменателя, 
обращается въ нуль и одинъ изъ числителей. Докажемъ, что 
въ этомъ случаЪ и другой числитель тоже непремфнно равенъ нулю. 


Итакъ, пусть 
а —а,=0..... (1) и 6—6 =0.....(2). 


Изъ (1) имфемъ: 


а ь 

щи... :®. 
Изъ (2): 

ъ с 

НИИ . (4). 


Изъ равенствъ (3) и (4) выводимъ, что 


1—2 откуда ас, —са,=0, 
ГИЕНИЙТ у. Ч = 0, 


т.е. и второй числитель равенъ нулю. 


Слфловательно, въ этомъ случаЪ оба неизэвестныхь при- 
нимають неопределенную форму: 
ай 0 
о 
Чтобы выяснить, что представляеть эта неопрелЪфлен- 
ность, поступаемъ такъ. Обозначаемь буквой # общий 
ь 


ча с 

знаменатель равныхъ отношей „-, -и--- Тогда 
а 1 

а=фац, 6=, е= к, . 


Подставляя эти значемя въ первое изъ ур-фй пред- 
тоженной системы, приводимъ ее къ виду: 


а, Нну сц; ае-Нну-е,, 


ПЕНУ 
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или, дфля обЪ части перваго ур-я на #: 
ат уе; 
а: у=с,. 


Такимъ образомъ, оказывается, что оба данныя уравне- 
н1я тождественны, т. е. что въ дЪйствительности мы имфемъ 
не систему уравнен!, а всего лишь одно уравнеше съ двумя 
неизвЪстными, а въ этомъ случаЪ, очевидно, неизвфстныя 
могутъь имфть безчисленное множество значен!й. 

Итакъ, неопредъленность, полученная въ отвЪфтахъ для 
2 и у есть неопредфленность истинная, роисходящая оть ‘недо- 
статочности данныть услов?а. 


Слфдуетъ замЪтить, что рьшеня 0 и у= и нельзя 


понимать въ томъ смыслф, что оба неизвфстныя могутъ 
принимать совершенно произвольныя значеня. ДЪло въ томъ, 
что эти неизвфстныя все-таки связаны однимъ уравнешемъ 
азг--бу=е,, и, слфдовательно, выбравъ значеше одного 
неизвтетнаго, напр. 2, произвольно, мы должны вычислить 
соотвътствующее значене у, которое удовлетворяло бы 
данному уравненю. 


Примтръ. Уравненя 30%—12у—5 и бай дають 


неопредфленныя рфшен!я, такъ какъ 
< 30 12 


5—2 


И лЬйствительно, каждое изъ нихъ можеть быть пред- 
ставлено подъ однимъ и тфмъ же видомъ 


=, 


т. е. два неизвфстныя хи у связаны сего однимъ уравненйемъ. 


Замфчане. Изъ вышеизложеннаго ясно, что если ни 
одинъ изъ коэффищентовъ а,а,, В, В, не равенъ нулю, 
то для обоить неизвьетныхь одновременно получаются ршен!я 
опредФленныя, или несовмЪстныя, или неопредфленныя. 
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Въ частныхъ же случаяхъ, когда нфкоторые изъ коэф- 
фищентовъ а, а:, 6, В, равны нулю, могуть получиться 
и друпе результаты, такъ какъ обшйя формулы значенй 
для + и у въ этихъ случаяхъ поллежатъь особому для 
каждаго раза изсльдованю *). 


Примфры для упражненй. Опредфлить, кая изъ указан- 
ныхъ системъ даютъ рьшен!я опредфленныя, несовмфстныя 
или неопредЪленныя. 


1. 132--2у=11; 142-3у=12. Отв: рЪш. опред. 
2. 45—7Ту= 9; 205—85у=14. —0Отв.: сист. несовм. 


3. мНу=2; уНу-5. Отв.: сист. несовм. 
4. 62--36у=10; 7=--а2у=. Отв.: сист. неопред. 
5. За-2у=15; 5--4у=30, Отв.: сист. опред. 


137а. Изслфдоване рёшенй системы двухъ однородныхь урав- 
ненй съ двумя неизвфстными. 


Уравнен!я называются однородными, если всф члены ихъ 
имфютъ одинаковое измтреме. Слфдовательно, обшй видъ 
системы однородныхъ ур-й 1-й степени съ двумя неизв$- 
стными есть слфдующИ: 


аз-Нбу=0.... . (1) ая--у=0...... (9) 


т, е. уравнешя эти отличаются отъ общаго случая тмъ, 
что у нихъ свободные члены с=0 и с, =0. 


Формулы рёшешя этихъ уравнен!й могутъ быть полу- 
чены изъ общихъ значешй для 2 и упредыдущаго параграфа, 
если положить въ нихъ с=е,=0. 


Такимъ образомъ, получаемъ: 


о 0 
а — а. ' 9 ава, 


х 


1. Если обшй знаменатель а8,—ба, не есть нуль, то 
рЬшеня данной системы будутъ 2=0 и у=0, 


+) См. объ этомъ, напр., «Алгебру Киселева» & 187, 


3°. Если же а5,—Ва,=0, то оба неизвЪстныхъ прини- 
мають неопредфленную форму 5: Чтобы уяснить истинное 
значеше этой неопредфленности, поступаемъ такъ. Изъ 
равенства а5,—6а,=0 слфдуетъ: 
5-х =, откуда а=а,(; 6=8\, 
з- ЕК Е обозначена величина равныхъ отношенй 


о . 


Предложенную систему можно теперь переписать такъ: 
а йх-РЬЛу-=0 и ат-ННу=0. 

РаздЪливъ обЪ части перваго ур-фя на конечную вели- 
чину №, увидимъ, что оба уравнешя принимаютъ одина- 
ковую форму: 

а.т--Ву—0, 
т.е. въ дЬйствительности имфется всего лишь одно ур4е съ 
двумя неизвъстными. Слфдовательно, неопредфленность въ 


данномъ случа$ есть неопредфленность истинная, зависящая 
отъ недостаточности условй. 


Къ этому же результату можно прийти и другимъ 
путемъ: опредфляемъ 2 изъ перваго уря и подставляемъ 
во второе. Тогда предложенная система замЪфнится слЪ- 
дующей, равносильной ей ($ 136): 


или 


==... ыы...) 


Такъ какъ ур-е (4) представлено теперь подъ видомъ 
произведен!я двухъ множителей, то или 
1} у=0 и тогда изъ ур-я (3): х=0, 


или же 2) а6, —фа,—=0, и тогда у можеть принимать совер- 
шенно произвольныя значеня (кромЪф безконечности), & 


слфд. произволенъ будетъ и == 
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Замфчане 1. Въ этомъ изслфдоваши предполагалось, что 
ни одинъ изъ коэффищентовъ а, 6, а,, 6, не равенъ нулю. 
Если же одинъ или нЪфкоторые изъ нихъ суть нули, то 
эти случаи подлежать особому изслфдован!ю, что предо- 
ставляется продфлать самимъ учащимся. 

Замфчаме И. СлЪлуеть имЪфть въ виду, что въ случаь 
неопредфленности рфшешя уравнешй (1) и (2), отношеше 
‘неизвъстныхь остается вполнтъ опредъленнымъ, такъ какъ изъ 
уравненя а2-{-6у=0, слЪдуетъ: 

#:9==(—5): а. 


ГЛАВА ХИ. 


1, ИЗСЛЬДОВАШЕ КОРНЕЙ КВАДРАТНАГО УРАВНЕНИЯ, ЕСЛИ 
КОЭФФИЩЕНТЫ ЕГО СТРЕМЯТСЯ КЪ НУЛЮ. 


138. Квадратное ур-е а27--65--с==0 можеть быть пред- 
ставлено въ видЪ: 


фе-е= — ай. 


Такъ какъ въ этомъ ур-и =, очевидно, нулю равняться 
не можеть, то, раздфливъ обЪ части ур-!я на 2", получимъ 
новое ур-е: 


с и 
|. —=— 
| 
равносильное данному. 


Если въ этомъ урфи положимтъ, что коэффишентъ а 
безконечно убываетъ, то произведение 


@+;)-= 


стремится къ предфлу, равному нулю, что возможно лишь 
въ томъ случаЪ, если, по крайней мЬрЪ, одинъ изъ мно- 
жителей этого произвеленя стремится къ нулю. Итакъ, или 


(+: стремится къ нулю, а, слЪд ‚ 2 стремится къ предтьлу, 


в 1 
равному |— 1), или же -_ стремится къ нулю, и слфд., 2 
стремится къ безконечности. 


^ 139, При вывод$ общихъ формуль для рЬшен!я квад- 
‘ратнаго уравнешя а2*-{-5=-|-с =0, приходится обф части’ 
умножать и дБлить на коэффишенть а, что является 
‘вполнф допустимымъ только до тбхъ поръ, пока а есть число 
конечное ($ 126). Если же а становится перемфнной величи- 
ной, безконечно убывающей, то отъ умножен!я и дфлешя на 

в можетъ получиться уравнеше неравносильное данному. — 
СлЪдовательно, является вопросъ, будуть ли общёя формулы 


И —4 ——6—ИЙ—4ю ь 
24а 2а 


2 = 


вЪрны и для разсматриваемаго частнаго случая, или нЪтТЪ. 


Обращаясь для этого къ изслфдованшю формулы корней 
уравнен!я а2*--62--с=0, видимъ, что въ случаЪ положи-, 
тельнаго коэффищшента 6, корень 


у У —4ае 
Е — И . 


при а, стремящемся къ нулю, принимаетъ неопредъленный 
0 
видъ -‚; корень же ь 


—5— И — 4 : 
2,= а 


стремится къ безконечности- 


Если же коэффишептъ $ отрипателенъ, то, наоборотъ, 
#2, стремится къ безконечности, а 2, принимаетъ неопредЪ- 


ленную форму : . 


Чтобы раскрыть эту неопредфленность, полагая, напр., 8 
положительнымъ, умножимъ числителя и знаменателя зна- — 
чешя =; на сопряженную величину числителя. Тогда 

СЕРИЙ ——Уйа9 _ и 
2а(—5—У 51—49) — 24(—5-Уй— чае) 

— "АВЕС. ИЕ: 

— ва)—-Уй—4б)^ 


Отсюда видно, что неопредфленность корня 2, зависить 
оть присутствя въ числителЪ и знаменателЪ множителя 24, 
_ стремящагося къ нулю. Сокращаемъ поэтому дробь на 2а. 


_ Тогда получается: ь 
‚С 


—5- УИ—4щ 
что при безконечномъ ‘убыван!и а, стремится къ предфлу, 


7 : 
равному (-# ис 


т, = 


Итакъ, мы видимъ, что и при а, стремяшемся къ нулю, О 
обийя формулы рёшен!я квадратнаго уравнен!я остаются р 
вфрными, такъ какъ дають результатъ, согласный съ вы- аи 
водомъ $ 138. Слфдовательно, имфемъ: ” ет 


з Если въ уравненёи аз?--5х--с=0 коэффишентъ а стремится 
_ К НЮ, то одиНь изъ корней уравненёя стремится къ безнонеч- 


ности, а другой—къ Предфлу, равяому Я 


140. Разсмотримъ теперь, что дфлается съ корнями 
уравнен!я а2*--62--с =0 въ томъ случаЪ, когда коэффи- 
щенты 4 и ® одновременно оба стремятся къ нулю. 


Замфняя уравнеше 4а2*--&--с =0 равносильнымъ 
урчемъ 
с 1 
а 


замфчаемъ, что при безконечномъ убыван!и аи 5, уравнеше 
это стремится къ предфльной форм$: 


5 =0. 


Такъ какъ с есть величина конечная. то послфднему а 
уравненшю можно удовлетворить, только положивъ = = со. 


Обращаясь въ этомъ случаБ къ формуламъ корней, 
видимъ, что и 2, и 2, оба принимаютъ неопредфленный 


видЪ и. Для раскрытя этой неопредфленности, преобра- 
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зуемъ обЪ формулы корней, какъ въ предыдущемъ случа, 
‘умножешемъ на сопряж. величины числителей. Получаемъ: 


ее Е ны 2 й 
У —4ж’ * у 


Если аи стремятся къ нулю, то из; и 2, оба стремятся 
къ безконечности. 


23 


Итакъ, при безконечномь убыванйи обоить коэффицёентовь 
а иЪ, оба корня хвадратнаго уравненя, стремятся нъ безконечности. 


141. Если, наконецъ, въ уравнен!и а2?--62-|-с=0 всЪ три 
коэффищента а, В, с одновременно стремятся къ нулю, то 
нетрудно убфдиться, какъ изъ самой формы ур-я, такъ и 
изъ значеня корней его, что въ этомъ случаз 2, и 2: 
остаются совершенно неопредъленными, т. е. уравнеше ‘удо- 
влетворяется произвольнымь значенемь 5. 


|, МНИМЫЯ И КОМПЛЕКСНЫЯ ЧИСЛА. 


142. ВсЪ алгебраическая лЪйстыя могутъ быть раздЪ- 
лены на 2 класса: на дЪйствя прямыя (сложеше, умножеше, 
возвышене въ натуральную степень) и на дЪйствя обрат- 
ныя (вычиташе, дБлене, извлечеше корня). Всякое обрат- 
ное дЪйстые приводитъ насъ къ открытию новаго разряда 
величинъ: такъ дЪйстве вычитавя ввело отрицательныя 
числа, дълен!е — дроби. Извлечеше корня приводить насъ 
къ открытшю двоякаго рода величинъ: несоизмеримыяь и 
мнимыхь. Съ числами несоизм5римыми мы уже ознакоми- 


лись въ © 41—55; переходимъ теперь къ изучению чисел 
мнимыхъ. 


143. Впервые съ необходимостью введенвя мнимыхъ 
чиселъ мы встрЪчаемся при рёшеши квадратнаго уравнешя 


аз вх-е = 0. 


Въ самомъ дЬлЪ, не вводя мнимыхъ чиселъ, мы должны 
были бы говорить, что уравнен!е это въ н$которыхъ слу- 
чаяхъ (при 5* < 446) вовсе незимфеть рьшенй, и потому 
не могли бы рЬшать квадратныхъ уравнсвй въ буквен- 


Е 


* 
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номъ видЪ, такъ какъ форма результатовъь мФнялась бы 
въ зависимости отъ численнаго значен1я буквъ. Введеше 
мнимыхъ чиселъ даетъ возможность избъжать этихъ за- 
труднен!й и установить фактъ, что квадратное ур-е всегда 
имфеть 2 корня 

Итакъ, введеше въ Алгебру мнимыхъ чисель имфеть 
илью обобщить алгебраическя дЪйствя, 


144. Опредфленя и соглашения. 


Корень квадратный изъ отрицательнаго числа не можеть 
быть выраженъ ни положительным, ни отрицательным 
числомъ и представляеть новый разрядъ величинъ, называе- 
мыхъ мнимыми, въ отли\е оть обыкновенныхъ величинъ, 
называемых вещественными или дъйствительными. Итакъ, 

Мнимымъ выраженемъ называется квадратный корень изъ отри- 
цательнаго числа, 

Напр, У=85; У—8; У—@; УТ суть мнимыя. 
выражения. Выражения этого вида совершенно не заклю- 
чають въ себЪ идеи объ измфрен!и и сравнен!и величинъ *); 
они не представляютъ никакой величины, это есть только 
фикшя, позволяющая обобщать алгебраическая дъйствая. 

Вводя въ Алгебру поняме о мнимыхъ числахъ, необхо- 
димо установить нкоторыя соглашения: 

1. Первое соглазменйе состоить въ введени мнимой единицы, 
обозначаемой знакомь &; этой ‘мнимой единицть условно припивы 
вають свойство, выражаемое равенством: 


й=—1. 


„Итажъ, $ есть условное изображене такого фихтувнаго числа, 
хвадратъ котораго равенъ (—1). 

2. Всякое мнимое число, напр. `У—а, уславливаются раз- 
сматривать, какъ произведенёе буть чисель: Уа и $, такъ что 
ы У—а=Уа. 4. 

*) Сльдуетъ замфтить, что приливнеще знаковъ неравенства (>> и 
<) къ мнимымъ величинамь невозможно. Такъ, напр. нельзя говорить, 


что `У—25>У-—9. Подобное примънеше противорьчило бы самому опре- 
дВленю повят! больше и меньше (см. «Алгебру» Киселева $ 235). 


12° 
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Отсюда слЪдуеть, что 
У—1=УГ. = 
т. е. мнимая единица 4 есть корень квадратный изъ отрица- 


тельной единицы. Результатъ этотъ нисколько не противо- 
рЬчить вышеприведенному опредфленю #, ибо 


в. 


3. Уславливаются производить вст дъйствя надъ мнимыми 
числами по тъмь ое самымь правиламь, по которымь они 
производятся надъ числами вещественными. 


145. Ввеля всЪ эти соглашен!я, разсмотримъ возвышене 
мнимой единицы въ натуральную степень. 


Составляемъ таблицу: 


НЕ АЯ РСТ +Ь 


== 


а 


Ир =; И 


а а РАЙ. И 


Такимъ образомъ, оказывается, что 
#—а 


= 


=—1, 


п 


Я, 


-+ь 


т.е., что различныя натуральныя степени мнимой единица 
{ могутъ имЪфть всего четыре различныя значеня. 


Докажемъ, что и при дальнфйшемЪъ увеличеши нату- 
ральнаго показателя степени ®, выражеше т можеть имфть 
всего четыре различныя значеня. Въ самомъ дЪфлЪ, всякое 
натуральное число п, по отношеню къ дфлителю 4, можеть 
представлять слфдующе 4 случая: 


1. Число ® дфлится на 4 безъ остатка, т. е. имфеть видъ 4%. 
2. › п при дёл. на 4 даетъ ост. 1, т.е. имфетъ видъ 4#-|-1. 
8. съ Мк ь 4 2.2» › » 48-2. 
44 по Уф оз 4, 
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Разсмотримь значешя # въ каждой изъ этихъ степеней: 
аа ЕСИ 1. 

2) пай; ИН) СТ). ЕЕ 

3) п 4-2; Аи). СЫ). (-Ю=Ь—а. 

4) п=4--3; ИИ). (РСН. (-0= 


Отсюда заключаемъ: 


1°. Ве четныя степени # вещественны; он равны (-{-1), если 
показатель есть число кратное четырехъ, и равны (—1), если 
четный показатель не дълится безъ остатка на 4. 

2°. Весь нечетныя степени $ мнимы; оне равны (--); когда 
показатель при дъленёи на 4 даетъ въ остаткь 1, и равны (—), 
если `показатель при дълени на Ч давть въ остатиъ 3. 


Примфры. 23 при дълеши на 4 даетъ. въ остаткЪ 3; поэтому 


#28. 


26 при дълеши на 4 даеть остатокъ 2, а потому #'—= —1. 
16 › ‚ 54» 900, ‚ пе 1. 


Примпчаще. Такъ какъ для опредълен!я # надо знать только оста- 
токз отъ дленИя $ на 4, а величина частраго никакого значеня не иметь, 
то, когда п превышаетъ 100, нътъ надобности дЪлить все число м на 4: 
для опредплемя остатка, достаточно раздплить на 4 лишь двь послпдшя 
цыфры числа п *). Напр., йИ == —4, ибо 71 при двлеши на 4 даетъ въ 
‘остатк® 8; также #2'°-—=--1 ит. д. 


146. Комплексныя числа. Выражене вида а-Н М, гл аиь 
Суть вещественныя количества, т. е. выражешя, состоящая 
изъ соединен!я дЪйствительной части (а) и мнимой части 
($2), называются комплексными числами. 

Вводя въ Алгебру комплексныя числа, сдлаемъ отно- 
сительно ихъ слЪдуюцщия соглашеня: 

1°. Комплексное число а--® будемъ считать равнымь нулю 
только зпогда, когда порознь а м 6 равны нулю. 

2°. Два комплекеныя числа а М и с-- & будемь считать 
равными между собой только тогда, если у нижь равны порознь 
вещественныя части и коэффищенты при мнимыхь частяхъ, т. е, 
если а==е, и 6—4. 


*) См. «Курсъ твор. Арием.» Сост. П. Шмулевичъ $ 63. 
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147. Комплексныя числа могуть быть разсматриваемы, 


какъ самая общая форма чиселъ; въ этой формЪ заключа- 


ются и числа вещественныя и числа мнимыя. Въ самомъ г 


дЬлЪ, при 6=0, комплексъ а--№ принимаеть лЪйствительную 
форму а; если же а=0, чисто мнимую форму Ы, $ 
Опредфлеше. „Два комплексныя количества 
а-- и а, 

отличающёяся друзъ'отъ дру только знаками при коэффи- 
щентать мнимой части, называются сопряженными комплексами. 
Таковы, напр., комплексы: 5-8 и 5—3 1+ и 1-й 8—1 
и 2-й ит, д. 


148. Модулемъ компленснаго числа называется положительное 
значенйе квадратнаго корня изъ суммы квадратовъ: вещественной 
части и коэффишента при мнимой части. 

Итакъ, модуль комплекса аи =-+ УИ. 


Изъ этого опредфлен!я слфдуетъ, что модуль вещест- 
веннаго числа а есть --`И4*, т. е., еслиаесть положительное 
число, то модуль его равенъ самому числу а, если же а 
есть отрицательное число, то модуль его есть положитель- 
ное число (—4). 


Примфры. №04(2—32) =-- Уз 9=--У13; Мо(5--128 = 
= УБЕ = 18; мы-1Н У) ут+:- 
= Мод =- УТ М) = У0-1=+ 
Моа(5) = У 35-0 =--5; Мой(—3) = -- 9-0 =-+3. 


Очевидно, что два сопряженные комплекса а-- № и а—Ы 
имфють общ модуль, равный -- `Уа*- 8. 

Примфры. Мод (3-|- 42) = Мо4 (3—4) =-+-5; Мой (1—4) = 
= Мод (1) =-- 50; Моа (34) = Мо (—38) = + 3. 


Переходимъ теперь къ дфйствйиъ надъ комплексными числами. 


| 
| 
} 


бы 


Ро 


"Г орее 
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149, СЛОЖЕНИЕ. Суммою 0692» ‘или, ‘ниесколькияе комплексов: 
а-®, са, ей. .... 
называется новый комплекс, ‚дЪйствительная часть котораго равна 
сумм дЪйствительныхь частей данныхь комтлексовъ, а коэффи- 
фищенть при мнимой части равенъ суммЪ коэффищентовь при чни- 
мыхъ частяхъ данныле комплексов. 


Примфры. 1. (5-53-57 —2)-РА-З9=--НО-Е 
8—2) 13—24. 

И. (42-5) Не---а-д=2-38. 

150. ВЫЧИТАНИЕ. Разностью 0625 хомплексовь а-НЫ и с--& 


называется такой комплексь 2--у, который, будучи приложенъ 
въ вычитаемому, даетъ уменьшаемое. 


Итакъ, по опредфленйо: 
(аи) —(с-а=е-Ну, ..--..- (1 
гдЪ х-Ну’ есть комплексъ, удовлетворяющий условю: 
е--®)-Не-и=а-и, 
или, на основан!и $ 149: 
-но-наннуеначи, 

Для возможности существования такого равенства’ не- 

обходимо ($ 146, уеловёе 2), чтобы порознь 
с-т=а, откуда 2=а— 6; 
4--у=®, откуда у=ь—4. 

Подставляя эти значешя ти у въ формулу (1), полу- 
чаемъ: 

(а) —(с-ад=@а—о--@—ау. 

Посльднее равенство говорить намъ, что комплексъ, 
равный разности двухъ данныхъ комплексовъ, имЪеть 
дъйствительную часть, равную разности дъйствительныхь ча- 
стей данныхь комплексовъ, и коэффиценть при мнимой части, 


равный разности коэффищентовь мнимыхь частей данныть 
комтлексовъ. 


Примфры. 1. (7—9)—(5-—0=(9—5)-+(С-9-+- 9—8, 
п. СЗ, 


ИР 
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157. УМНОЖЕНИЕ. Произведемемъ дву275 мли нлесколькить ком- 
плексовъ называется новый комплексь, для полученёя которазо 
пёремножають данные комплексы, кань двучлены; при этом» # раз- 
сматривается, какъ число, степени котораго удовлетворяють вы- 
веденнымь ранте правиламь ($ 145). 
Итакъ, имфемъ: (а-{) . (в--@) = ас- Не-а ва? = 
=(аг—щ)-Н(-аа). 
Примфры. 1. (2—3). (5--д=10—15 9—3 -=18—138, 
1. 9—9 @—5) (8-49 = (@—92-5-57)(—34-4) = 
=(-—3—7(—8--4)=9-217—125—98#—87 9%, 
Если мы составимъ по этому правилу произведеше двухъ 
сопряженныхъ комплексовъ (а--) и (@—4), то получим: 
(НЫ). (а—м)=а-ан-—ан-бн ай (У а-я, 
т. е. произведеше двухь сопряженныхъ компленсовъ есть веществен- 
ная величина, равная квадрату ихъ общаго модуля. 
Примфры. Т. (5-29) . (52052-08509, 
1. (3—9. (==, 
Ш. (7-8 . (7—30=724 82—58. 
Послфднее свойство сопряженныхъ комплексовъ даеть 


возможность разлагать на множителей сумму двухъ ква- 
дратовъ. 


Таковы, напр., разложеня: 
аи -е-ние-0); 
а?-|-1—(а-(а—9. 
152. ДЪЛЕНЕ. Частнымь отъ разбюленя двуть комплексовъ 
(а--М) и («--%) называется новый комплекс, который, будучи 
умножень на дълителя, воспроизводить дтълилое. 


Итакъ, по опредфленю имЪфемъ: 


Ире, ИИ и) 


гдЪ комплексъ а-Нуё долженъ удовлетворять условно: 


+8). ениа-ны. 
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Изъ этого ур-я мы можемъ опредЪлить 2 и у. Открывая 
скобки въ лЪвой части, ‘получаемъ: 


(ег ау) (ат-реууена-ры, 
что на основан! опредЪфленйя равенства двухъ комплексовъ 
(6 146, усл. 2) можеть имЪть мЪфсто только тогда, если 


сз—ау=а, 
аз-ву=Ъ. 


Для рьшен!я этихъ двухъ ур-й съ двумя неизвфстными, 
умножаемъ первое изъ нихъ на с, второе на 4 и склады- 
ваемъ; получаемъ: 


Тоже находимъ У— ара" ь 
Подставляя найденныя значешя 2 и у въ равенство (1), 
получаемъ: 
а--и _ ас--Ъа ‚ в—аа , - 
са а: Рации о: ® 


Если мы умножимъ числителя и знаменателя дроби я 


на сопряженную величину знаменателя, то получимъ: 


а--Ы _ (а--и)е—®) — @е--ы-- (аа 
а Се ОЕ 


ас , в—а4. 
—эл Ната" 


т. е. привели эту дробь къ виду частнаго оть дБлешя а-Нй 
на с-@ (см. равенство 2). 


Отсюда слфдуетъ правило: 


„Для того, чтобы раздълить два комплекса другь на друга, 
пишемъ ить въ видю дроби и умножаемь оба члена этой дроби 
на сопряженную величин) ея знаменателя. 


—86 — 


2—8 _ (2—38)1-—й _ 2—81—2--3 Тв. 
г - 
по ЕО е-Еод_ваеееанай 0, 
| —вй (8—9 18 вв 

= = аа) Роша. 


ЕО то 
1—# (1—а-—д ня | 
ЕО 8 га 


152а, ВОЗВЫШЕНИЕ ВЪ СТЕПЕНЬ. 1. Если показатель степени ® 
есть число циёлое м полоокительное, то 


(аы"—а--ы(ары)...... (а), 


т. е. въ этомъ случаЪ возвышеше въ степень совершается рядомъ 
послЪдовательныхъ умножен!. Такъ какъ изъ 6$ 161 видно, что 
произведеше комплекеныхъ чиселъ дастъ тоже комплексное число, 
то и выражеше (а--59)" есть число комплекеное, т.е. (а--)"=Р--9& 


Примеры. 1. Возвести комплексъ {(1--Й/3) въ кубъ. 
Имъемъ;: 
ю-нуз = [-Езлузч-зсузу уз] Пчезлуз—9-в7уз]- —1. 
2. Возвести 2—3 въ пятую степень. 
По формулв бинома Ньютона имЪемъ: 
(2—84)-=—5.2%. 34--10.2. (31—10. т. (805.2. А 
= 32—240{—720-|-10801-|-810—243=129--5974, 


П. Если показатель степени выраженъ числомъ цвлымъ, но 
отрицательнымъ, то 


Зы а-ы\"_ РО 
+ —ыя =(= = (6528) — вены ММ, 


т, е, есть тоже число комплекеное. 


Пример. 


6—0 _ 219% _ 01 20 
+20. аи бы) = |= зп В 841 


Ш. Если показатель степени есть число дробное, то дЪйетв!е 
приводится къ извлеченю корня, о чемъ сказано въ слвдующемъ 
параграфъ. 


$ 
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153. ИЗВЛЕЧЕНИЕ КОРНЯ. Пусть требуется извлечь квадратный 
корень изъ комплекснаго числа а--51. Предположимъ, что результа- 
томъ этого дЪйствя будетъь тоже комплексное число, вида ж- у. 
Предположен!е это будетъь справедливо, если намъ удастся найти 
для и у вещественныя зиаченя. Итакъ, пусть 


Уснняия о. ие ь (1). 
Возведя обЪ части въ квадратъ, получаемъ: 
аа... (2). 


Наосновани условя 2 (5 146) заключаемъ, что подобное равенство. 
возможно лишь тогда, если 


Для опредвленя < и у изъ этихъ равенствъ, возводимъ ихъ въ 
квадратъ и екладываемъ: 


аафиоаннай- о, или (ануна. 


Извлекая изъ обЪихъ частей квадратный корень, мы возьмемъ 
только положительное значеше радикала, такъ какъ ищемъ веще- 
ственныя значешя гиу, а сумма квадратовъ вещественныхь чиселъ 
всегда положительна. Поэтому имЪемъ: 


ани РУЯТА. 


Складывая и вычитая это ур-е съ ур-4емъ (8), получаемъ: 
2— ЕУа+уе и); у= +Ук-еУея. 


Такъ какъ Уа- 3, очевидно, численно больше чЪмЪъ а, то подко- 
реннаи величина выражен! для 2и у всегда положительна, т. е. 
значеня хи у получаются вещоственныя. КромЪ того, изъ ур-я (4) 
видимъ, что произведене 2 .у должно имЪть такой же знакъ, какъ 
и 5. СлАдоввтельно, если &>0, то & и у имвють одинаковые знаки, а 
если 50, то знаки 2 и у должны быть различны. Поэтому, принимая 
Ъ за положительное число, имъем 


уги-+Ию-уя-н.Икаруяты] 
О Уа—ы=-=[Ие-+ У. ИкаутЕя]. 


Примеры. 1. Извлечь квадратный корень изъ комплекенаго чи- 
сла (12—57. 


Имъемь: 12 — б-2—уё 12—52" уа2аи, откуда 
"19; 22у—5, 
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Возвышаемъ въ квадратъ и складываемъ: 
2-22 169; откуда: =*-у*= +13. 


Изъ равенствь 2*—9°-=12 и 224 у*—13 находимъ: 


Слъдовательно, окончательно получаемъ: 


Увы (5 7 


2. Извлечь квадр. корень изъ комплекснаго числа 3-44. 


Поступая, какъ указано, найдемъ: 


УЗЕи=+е+9. 


Что касается корней степени выше второй, то примВнеше выше- 
‘изложеннаго према приводить къ уравнешямъ высшихъ степеней, 
и потому нераарвшимо при помощи элементарной алгебры. ВмЪето 
этого употребляется обыкновенно иной премъ, основанный на три- 
гонометрическомъ представлен!и комплексных чиселъ, что выходить 
за предЪлы настоящаго курса. 


153а. Разсмотрфвъ сложен!е, вычитане, умножеше и 
дфлен!е комплексныхъ чиселъ, можемъ вывести заключеше, 
что результать всфхъ этихъ дЬйствМ надъ компленсными числами 
даеть число тоже комплексное. 


Замфчане. Производя различныя дфйстйя надъ веще- 
ственными числами, мы видфли, что всякое обратное дЪй- 
стые вводило новый разрядъ величинъ и требовало рас- 
ширен!я первоначальнаго понят!я о числ$. Такъ вычитане 
ввело отрицательныя числа; дфлене— дроби; извлечение 
корня — несоизм$римыя и мнимыя числа. Изучивши же 
всевозможныя алгебраическ!я дЪйстя надъ комплексными 
числами, мы видимъ, что въ результатЬ всЪхъ этихъ дфй- 
стый всегда получается опять-таки комплекслое число, т.е. 
не требуется вводить какихъ либо новыхъ поняйй о 
числахъ. Изъ этого заключаемъ, что комплексная форма 
чиселъ есть дЪФйствительно самая общая форма т. е., 
что дальнЪйшее расширеше поняйя о числЪ уже ше- 
возможно. . 
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-154. Приведемъ еще одну теорему, ии$ющую постоян- 
пое примфнене при рЬшени залачъ. 


ТЕОРЕМА. Если квадратное уравнене съ вещественными коэффи- 
Щентами иметь компленсный корень =-|-3%, то оно имфеть также и 
другой комплексный корень а— В, сопряженный съ первымъ. 


Пусть квадр. ур4е а2*-{-6=--е =0 имфеть корень а--В&. 
Слфд., равенство 
а(а--В-Ка--Ве=0 
есть тождество. Преобразуемъ его такъ: 
а(а 8 -|- авг) фа-Е--с=0; 
аа*—аВ?--Заа81-|-фа- Вс =0, или 
(аа*—ав*--Ьа-р)--(Заа8-Р0ВуЕ0. 


Для возможности существован!я подобнаго тождества, 
необходимо $ 146 усл. 1), чтобы порознь 


`- Заз 08=0. 
Вычитая эти тождества другъ изъ друга, получаемъ 
тождество: 
а(а*— 28—81) --Ка-—В®)-Не=0, или 
а(а—В8)'--(а—)--е=0, 


что и доказываеть прелложенную теорему: 


Примфры. 1. Составить квадратное ур-фе сз веществен- 
ными коэффищентами, одинъ изъ корней котораго рав- 
нялся бы 5 — 2. 

На основами послфдней теоремы заключаемъ, что дру- 
той корень искомаго ур-я будетъ 5-21, и слфд., въ иско- 
момъ ур-и 2*--рх--4=0 имфемъ: 

ь (5) 5-29 =10 
, 9=(5--2) . (5—2) =29, 


1 потому искомое ур-е будетъ: 
2*—105--29—0. 


— 190 — 


1. Составить уравнеше наименьшей степени съ веще- 
ственными коэффищентами, въ числ корней котораго 
были бы Ти 2—4. 

Прежде всего опредфляемъ, какая будеть степень дан- 
наго урля. Первой степени оно не можеть быть, такъ 
какъ ур-е первой степени имфеть всего одинъ корень. 
Если-бы оно было второй степени, то имфло-бы видъ: 

22 —(3— 9—0, “ 

т. е. коэффишенты его не были-бы вещественны. 

< Поэтому наименьшая возможная степень ур-я естьтретья, 
причемъ трей корень его будеть 2--5. Чтобы составить 
искомое кубичное ур-е, напишемъ сперва квадратное ур-е 
съ веществ. коэф., имфющее корень 2—# *). На основани 
доказанной теоремы, другой корень этого ур-йя будетъ 2-&, 
и слъд, ур4е имфетъ видъ: 

я—4=--5=0. 

Умноживъ лфвую часть этого урчя на #—1, получаемъ 
искомое кубичное ур-1е: 

(2—1) (&*—42--5)=0, 
или 28— ба --92—5=0. 

154а. Теорема предыдущаго параграфа, доказанная только для 
квадратныхъ уравнешй, имзетъ примВнене и къ уравнешямъ выс- 
шихь степеней, т. е., если уравнен!е какой бы то ни было степени 
съ вещественными коэффищентами имЪетъ комплексный корень 


а- №, то оно имЪетъ также и другой комплексный корень «—#, в0- 
пряжеаный еъ первымъ. 


Докахоть эту теорему можно при помощи того же према, кото- 
рымъ мы пользовались въ предыдущемь параграф. 


Возьмемъ для примЪра кубичное уравнеше 
о. ь Я аа ьа* 2-94-50, 


коэффишенты котораго суть вещественныя числа. Если это ур-4е 
имЪеть корень а«--, то имВемъ тождество: 


а(а-- 4)’ --а- в -ха-Н®-ЕА0, 
или, открывъ скобки: 
аа" — аз’ аа" — За --а* — А орайЕ-са-И НАТ, 


*) Можно поступить и иначе: на основании $ 7 искомое уравиеше будетъ; 
#— 0-2 -Яе— 2+9] =0. 
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На основанш условя1 ($ 146) тождество это разбивается па хва: 
‘аа?--Заа8*-{-6з*— 68° са 4==0 
и — ав даа -афовеВЕО, 
Вычитая второе изъ перваго, получимъ новое тождество: 
ва*-|- а8*4 — аа — За" 6а*— 63—26 са-с--а ЕЕ 0, 
или . 
аа) 'На—Н0'+-а—В9-+а =0. 
Послфднее тождество показываеть, что комплексное число (2—8) 


также служить корнемъ даннаго уравнен!я, т, е. теорема доказана. 


ПРИМЪРЫ. 1. Составить ур-е наименьшей степени съ веществен- 
ными коэффищентами, въ числЪ корней котораго находились бы 
Зи 2-84. 

Рющене. Такъ какъ искомое ур-1е должно по условю имЪть ве- 
щественные коэффищенты, то на основан! м доказанной теоремы за- 
ключаемъ, что комплекеному корню 1—# долженъ соотв тетвовать 
вопряженный комплекеный корень 1-4, и что кромЪ корня 2--3#, ур4е 
должно имЪть еще корень 3—3, Итого, везхъ корней будетъ 5, т, е. 
искомое ур-е будеть пятюй степени, и на основаши теоремы $7 
напишется такъ: 


@&—3[2—1-—9][2—@+][=—@+30[#—(@2—89]=0. 

2. Подобнымъ же образомъ получимъ, что ур-е съ веществен- 
ными коэффищентами, имъющее корни 5--% и 4—8 будеть имЪть 
видъ: 

[#—(5+2[#—©6—2][2—4—3][2- (4-+34)]--0. 


Ш. БИКВАДРАТНЫЯ УРАВНЕНИЯ. 


155. Биквадратными уравнен!ями называются ур-я вида: 
аа 6аа--6—0, 


гдф а, фи с суть н5которые хоэффищенты, т. е. выраженая, 
не содержация буквы #. 


Рьшеше этихъ уравнеш!й легко приводится къ рышеню 
Урй квадратныхъ. Въ самомъ дЪлЪ, положивъ 2*==у, а 
слЪд., ‘=’, преобразовываемъ данное ур-е въ квадратное: 


ау -у-е=0. 


ь для У два корня. 


СРоЕУ Ре › 
2а 


а слБловательно, лля 2 находимъ слфдуюшция значешя: 


уе. 


з 


Полученный результать показываетъ, что биквадратное 
уравнеше имфеть четыре корня, которые по два имфють 
равныя численныя значен!я, но противоположные знаки. 
Отсюда вытекаетъ ТЕОРЕМА: 

Если бинвадратное уравнеше имфеть корень, равный м, то оно _ 
"имфеть также корень, равный (—а). 


156. Итакъ, ршеше биквадратнаго уравненя 


НЫ Г 
приводится къ рЬшен!ю двухъ квадратныхъ уравнен!: . 

аи @ _ 
и . 29: (3). 


Назовемъ корни ур-йя (2) буквами а и В; тогда 
2. -НУ 8 2,=—У а; «-=-Н У а. =—У 


ЛЪФвая часть ур-я (2) можеть быть представлена въ 
видЪ произведен!я: 


а(у—«)(у—1). 
Подставивъ сюда 4 вмфсто у, представимъ лфвую часть | 
ур-я (1) въ видЪ: 


а(*—а)(1°—8), 
а(#—У ) (=-- У) (УВ @+ УВ. 
Такъ какъ +Уа и УЕ суть корни даннаго 


ратпаго ур-йя (1), то послфднимъ результатомъ 
ТЕОРЕМА: 


или 


ратныя уравнен!я по заданнымъ корнямъ ихъ. 


Пусть требуется, напримЪръ, составить биквадратное 

ГР: внеше, въ числЪ корней котораго были бы 2 и 3. На 
ован!и теоремы параграфа 155, заключаемъ, что друме 

два корня искомаго уравнения будутъ (—2) и (—8), а по- 

‘тому это ур-4е будетъ: 

(#—2)(#—3)(=--2)(#--3)==0, 

или, открывъ скобки: 
. 2*— 1822-36 =0. 


_ 8. Составить биквадратное ур-4е съ вещественными 
° коэффищентами, зная его корень 2—34. 


На основани теоремы $ 154а, заключаемъ, что, для 
вещественности коэффищентовъ, ур4е должно имфть ко- 
_ рень сопряженный съ заданнымъ, т. е. 2-8. Кром того, 
по свойству корней биквадратнаго ур-1я ($ 155) оно должно 
имфть еще корни [—(2—34)] и [—(2--35)]. 


Итого, всф четыре корня будуть: 
2—8; 2-35 —9--35; 9—8; 
т потому ур-е напишется такъ: 

[#— (2—3) #— (2-53) {е—(-—2--)#—(<—2—3)=0, 
или [#2 е—2)—[а--2)—з[е--2)--З=о, 
или (@—эуНие-у-=о, 
или [24а ай-4е--13] =0, 
или, наконець (2°--13)*—1627—0, т. е. 2*-102*--169=0. 


3. Составить биквадратное ур-4е съ рашюональными 
коэффищентами, зная его корень 1--У2. 


1, Шмудевичь. „Дополн. къ Алгебрь", 18 


бана 


Такъ какь коэффищенты по условно должны быть 
рашональны, то корню (1--У?) долженъ соотвфтствовать 
сопряженный корень, т. е. (1—2). Друме два корня бу- 
дуть (на основан!и $ 155): 


—@-УЭ) и —а—У2. 
Поэтому искомое ур-е напишется такъ: 
[#—а-НУ2) (1—2) 2—(—1—УЗе—СЫ-1--УЗ) 0. 
Преобразовывая лфвую часть, получаемъ: у 
[(@—П—уУ2[@—0-РУЗе-РО-НУ 2Ще--о—уз=0; 
[(@— 1-2 е---—2]-=0; (@—2а-1)ай-е--1)=0; 
[27—12 (2—1) =0; (2—1) —4ай==0, 


или, наконецъ 2*— 62*-{-1=0. 


Примфры для упражнений. Составить биквадратныя уравненя, 
въ числЪ корней которыхъ были бы: 


д Уб5б и1. Отв. 2 — ба 50. 
 —3и уз. Отв. 24—12274-21=0, 
Уи —У5. Отв. 2*—122-10=0, 
4) 5, Зи 3 ' Отв. Невозможно. 


П. Составить биквадратныя ур4я съ ращональными 
коэффищентами, имфюция корни: 


а) 4—5. Отв. 2*—4827-|-121=0. 
5) уу. Отв. 1030. 
с) УТи 2-5. Отв. Невозможно: 


11. Составить биквадратныя ур-фя съ вещественными 
коэффишщентами, имфюция корни: 
а) 5—%. Отв. 2\—4922{-41—0, 
Ъ) 3- Отв. 2^—162?-|-100=0, 
5и7-—% Отв. Невозможно. 
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158. Такъ какъ корни биквадратнаго уравнешя, по 
два, равны по численной величинЪ, но противоположны 
по знаку, то отсюда непосредственно получаемъ первую 
зависимость между корнями биквадратнаго уравненя: 


Сумма всъхъ четырехъ корней биквадратнаго уравненйя равна нулю. 
Такъ какъ изъ ур-я (2) ($ 156) сльдуетъ: 
(У. УЭ. (+В. (-Ув=4=-, 


а 
то получаемъ вторую зависимость между корнями биквад- 
ратнаго уравнен!я: 
Произведене всфхъ четырехъ корней биквадратнаго уравнен!я рав- 


но свободному члену, раздфленному на коэффищентъ при четвертой 
степени буквы =. 


159. Итакъ, для нахожден!я корней биквалратнаго 
уравнен!я . 
вай а-е=0 (1) 
приходится извлекать квадратные корни изъ чиселъ а и В, 
гдЪ а и В суть корни квадратнаго уравнешя 
анны. | ©). 

Поэтому мы можемъ установить слфдующ!я истины: 

1. Всякому мнимому значеню у изъ уравненёя (2) соотвтът- 
ствують два мнимыхъ корня уравненая (1). 

2. Веякому вещественному положительному значеню у изъ 
‘уравненая (2) соотвътствують два вещественныхь корня урав- 
менйя (1). 

3. Веякому вещественному отрицательному значеню у изъ 
Уравненая (2) соотвьтствують два мнимыхъ корня ур-я (1). 


160. Положимъ, что въ биквадратномъ уравнении (1), 
а слЬдовательно, и въ квадратномъ уравнении (2), вс ко- 
эффищенты а, 6, с суть вещественныя числа, причемъ а 
есть число положительное, *) и займемся изслБдовашемъ 
зависимости между коэффищентами и корнями биквадрат- 
наго уравнения. 


*) Если а отрицательно, то можемъ перемфнить знаки у всфхъ козф- 
фищентовъ на обратные. 


12% 


а 


ЗамЪфтимъ при этомъ прежде всего слфдующее: такъ 


какъ каждая пара корней бикв. урфя отличается другъ оть 
друга только лишь знаками ($ 155), то всякое бикв. урче 
можеть имФть только четное число вещественныхъ и мни- 
мыхъ корней, т. е. невозможенъ, напр. такой случай, что 


изъ четырехъ корней три булутъ вещественны, а только | 


одинъ мнимый. 


Поэтому возможны всего лишь слЪдуюцйе случаи рЪ- 

шен!й; 
1. Бикв. ур4е имфеть всЪ четыре корня вещественные. 

сев › > два корня веществ. и два мнимые. 
Ш. »› > >» — ВС четыре корня мнимые. 

Разсмотримъ всЪф эти случаи въ отдфльности. 

1. Если всф четыре корня биквадратнаго ур-я 

ав -е—=0 


вещественны, то это возможно только ‘лишь въ томъ слу- 
чаЪ, если оба корня квадратнаго ур-я 


учи = 0 


суть числа вещественныя, и притомъ положительныя (6 159, 
прав. 2). Но изъ теори квадратныхъ ур-й («Алг. Киселева» 
$ 201 и $197, сльдстые 2) мы знаемъ, что для этого не- 
обходимо соблюден!е слфдующихъ услов!й: 


$ —4а6>0; 6>0 и 5<0. 


Итакъ, биквадратное ур4е имфетъ четыре веществен- 
ныхъ корня, если разность (5* — 4ае) есть число положи- 
тельное или нуль, причемъ свободный членъ с положите- 


ленъ, а коэффищентъ 6 при второй степени неизвЪстнаго—" 


отрицателенъ. 
Таково, напр., ур-4е 84^—827--1=0. 
ПП. Если два корня биквадратнаго ур-я 
а —0 
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вещественны, а друпе’ два мнимы, то это возможно лишь 
въ томъ случаЪ, если изъ двухъ корней квадратнаго ур4я 
уу =0 
одинъЪ есть число вещественное и положительное ($ 159, 
прав. 2), а другой корень отрицателенъ ($ 159, прав, 3). Но 
изъ теори квадратныхъ ур-]й извЪстно, что уравневше 
ау бус =0 имфеть одинъ корень положительный, а 
_ другой отрицательный, если свободный членъ с< 0. Итакъ, 
биквадратное ур-4е имфетъ два вещественныхъ и два мни- 
мыхъ корня въ томъ случа, если свободный членъ его 
отрицателенъ- 


Таково, напр., ур-е 22*-{-92*—7 =0. 
Ш. Наконецъ, всЪ четыре корня биквадратнаго ур-1я 
аа бай е-=0 
будуть мнимыми въ одномъ изъ слфлующихъ двухъ слу- 
чЧаевъ: или, если оба корня квадратнаго урфя 
ау-Нбу-е=0 


суть числа мнимыя ($ 159, прав. 1), т.е. если 6—4ас<0, или 
же, если оба корня квадратнаго ур-я ау’--фу--е==0 суть 
числа вещественныя и отрицательныя ($ 159, прав. 3), что, 
какъ извЪстно изъ теор!и квадратныхъ ур-й, будетъ имфть 
мЪсто при соблюден! и услов!й: 


>0и5>0. 
Такъ, напр. всЪ 4 корня ур-фя 54“—722--3 =0 будуть 
мнимы, ибо разность (—7)*—4.5.3=—11< 0. 
Также всЪ 4 корня ур-я 24^-{-9271--4—0 мнимы, потому 


что свободный членъ и коэффишенть при квадратЬ не- 
извфстнаго оба положительны. 


й 


161. Повторяя все сказанное въ предыдущемъ пара- 
трафЪ, можно дать общее правило: 

1. Биквадратное уравнеше а2“-|- 52? --с = 0 имтетъ четыре 
вещественныхь корня, если коэффицеенть с положителень, коэф- 
фишенть 5 отрицателень, м кромт тозо, разность (5 — 4ас) 
положительна. 
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И. Биквадратное уравнене алй-|-6л?-|-с—=0 цмтъеть два корня 
вещественныхь и два мнимыхжь, вели коэффищенть с отрица- 
‘телень *). 

ТП. Биквадратное ур-4е аз -- а --с=0 иметь четыре 
мнимыль корня, 1) если разноеть (%* — 4ас) отрицательна, или 
эже 2) независимо оть знака этой разности, вели оба коэффи- 
мента ® и с положительны. 


162. Изъ предыдущаго легко вывести слБдующее правило 
лля опредфленя вида корней биквалратнаго уравненя 
аз —0 въ зависимости отъ коэффищентовъ урав- 
нен!я: 

Прежде всего надо обратить внимане на знакъ свободнаго 
члена (с). Если с отрицательно, то два корня вещественны и два 
мнимы. 

Если с положительно, то смотримъ на 6; если 6 тоже положи- 
тельно, то всЪ четыре корня мнимы. 

Если же при положительномъ с, коэффищенть © отрицателенъ, то 
тогда, при $*—4ас>>0, всЪ корни вещественны, а при 6°—44 < ©, 
всф корни мнимы **). 


163. Примфры. 1. Уравнеше 
524-7491 == 0 
иметь два корня вещественныхъь и два мнимыхъ, такъ 
какъ коэффищентъ с отрицателенъ (—11), 
2. Уравнеше 
Зач 71 =0 
имфетъ четыре мнимыхъ корня, такъ какъ коэффищенты 
его В (7) ис (1) оба положительны. 
3. Уравнеше 
224—157 6 =0, 
имфеть 4 вещественныхъ корня, такъ какъ 15*—4.2.6>0, 
и кромЪ того, коэффишентъ с (6) положителенъ, а коэф- 
фишентъь 6 (—15) отрицателенъ. 


*) Въ этомъ случа% нЪтъ надобности добавлять, что (5*—4ас) должно 
быть положительнымъ числомъ, ибо при отрицательномъ с разность эта 
пепремънно положительна. 


**) Надо не забывать, что вез эти правила даны для случая поло 
кительнаго а. (См. $ 160). 


а О 
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Примфры для упражненя. `Опредфлить видь корней слЪ- 
дующихъ биквадратныхъ уравнен!й: 


4. За Та =0. Отв. 4 мним. 
5. 22—54 --7=0. Отв. 2 веш. 2 мним. 
6. 5722—1120. Отв. 2 вещ., 2 мним. 
7. 2^—914*--1=0. Отв. 4 вещ. 
8. 2*—82*—15=0. Отв. 2 вещ., 8 мним, 
9. 2*--7а*--8=0. Отв. 4 мним. 
164. Изъ предыдущаго видно, что корни биквадратнаго 
уравнен!я 
ааа 6—0 
представляются подъ видомты: 
+ Ил + УВ 
о 9—4 
гдз А=— 3; в тт 


Выражения подобнаго вида, если В не представляетъ 
квадрата рашональнаго числа, очень неудобны для вычи- 
слешй съ извЪстной степенью точности, такъ какъ при 
этомъ приходится извлекать корень изъ приближеннаго 
значен1я несоизмфримаго числа. Попытаемся, если окажется 
возможнымтъ, замфнить выражеше такого вида другимъ, 
не имфющимъ зтихъ неудобствъ, а ‘именно попробуемъ 
преобразовать его въ алгебраическую сумму двухъ квад- 
ратныхъ радикаловъ. 

Итакъ, вопросъ, который мы себЪ задаемъ, заключается 
въ сл5дующемъ: 


Дано выражене вида: 


Уд-ув, 


гдЪ А и В суть числа вещественныя и соизмЪримыя, при- 
чемъ В есть положительное число, не прелставляющее 
собой квадрата какого либо рашональнаго числа, такъ что 
УВ есть число ирращональное. Спрашивается, возможно 


ли представить выражене Уд УВ въ вилдЪ суммы 
Уз -Е Уи, гдЬ х и у вещественныя, положительныя и рацо- 
нальныя числа. 
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Для отвфта на этоть вопросъ, напишемъ уравнеше: 


Ул+Ув=Ут+Ух. _ ©. 


Очевидно, что одного. этого уравнен!я недостаточно 


пля опредфлен!я двухъ неизвфстныхъ 2 и у; поэтому надо . 


попытаться найти еще одну зависимость между этими же 
неизвЪстными. 
Для этого докажемъ предварительно двф леммы. 


165. ЛЕММА 1, Равенство вида 
АУВ=с+У5; 
2дъ числа А, В, С, Г) ращональны, а корни УВ и УЛ ирра- 


ональны, возможно только въ томь случат, если порознь А=О 
и В=П. 


Допустимъ противное; пусть, напр., 4 не равно 0, такъ 
что 


А=О-+а, 
Тогда 
О+«+УВ=0+ УЗ; 
или е. 
а-УВ= \Ф. 


Возвышая обЪ части въ квадратъ, получаемъ: 


а*--24УВ-- В=р, 
откуда В 
Ака 
Ув=— 
т. е. несоизмфримое число УВ равно соизмфримой дроби, 
что невозможно. Итакъ, необходимо допустить, что А = 0, 
но тогда и В=р. 


166, ЛЕММА И. Если иметь место равенство: 
Ул+УВ- Ут+Уи 
20% А, В, х, у, суть числа соизмтримыя, то непремтьнно имтеть 
„тостов равенство: 


ИВ И 


и наоборот. 


“ 


М-о` 


— 201 — 


Дъйствительно, если 


Улив=У У 


то, возведя об части въ квадрать, получаемъ: 
А-НУВ=а-Ну+-ЗУау. (1). 


Равенство это показываетъ, что 'Узу есть число ирра- 
щональное, такъ какъ въ противномъ случаЪ оказалось бы, 
что ирращональное число УВ равно ращональному числу 
ж-у--2Узу—4. 

Поэтому, для возможности равенства (1), необходимо по 
предыдущей леммЪ существоване равенствъ: 


Ау; 
УВ=2 зу. 


Вычитая послфдыя равенства одно изъ другого, полу- 
чаемъ: 


А—УВ =а-у—3У 2, 
откуда 


УИл-ув=У=-Ув 


167. Доказавши эти леммы, мы можемъ возвратиться къ 
поставленному выше (6 164) вопросу: 


Найти вещественныя, ращональныя, положительныя зна- 
чен!я чиселъ 2 и у, удовлетворяюция уравнен!ю: 


'Улув=Уук @. 


На основам леммы П ($ 166) можемъ сказать, что, если 
числа 2 и у удовлетворяють равенству (1), то они должны 
‘удовлетворять также и равенству 


УИлув=У=-уя @). 
Перемножая эти два равенства, находимъ: 


У = ВЕ. (3). 


чо, 
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Возвышая ур-+е (1) въ квадратъ, и принимая во внимаше 
лемму Г ($ 165), можемъ написать: 


Аа. @. 


Изъ ур-й (3) и (4), складывая и вычитая, находимъ: 
2 (4 35 уж}, 
т (а иж»), 
а потому можемъ написать: 
Унив= У Татуть+/ Ча-уз=в. 
Очевидно, что подобное преобразоване имфетъ смыслъ 


только тогда, если 'УА®— В есть число рацональное, т. е; вели 
разность 


А*—В 
есть точный нвадрать жткотораго рац?ональнаго числа С. 


Въ этомъ случа полученная формула принимаетъ видъ: > 
Улуз= + [Утато+У ти-0]5 


Очевидно также, что ЕЕ УВ можеть быть пред- 
ставленъ въ видф разности двухъ радикаловъ: 


У-ув=«[Утато Уз“- о}. 


Отсюда слфдуетъ: 


Если (4—1) есть нвадрать нЪкотораго ращональнаго числа С, 
то выражене вида и А+УВ преобразовывается въ сумму или 
разность двухь квадратныхь корней изъ ращональныхь чиселъ: 


ЗАО и и- о. 


*) Двойной знакъ правой частн соотвфтствуеть положительному и 
отрицательному значенямъ радикала, стоящаго въ лЪвой части. 
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168. Примфры. Преобразовать раликалы: 


1. УТУ: Здьсь А=7; В=40; 4*—В= 9—8 а по- 
тому преобразоваше возможно: 


Ичую- + [| Зазэ+у те Еву. 


2/12 У70. Здфсь А=17; В=280; А*—В==9==8* 


Слфдовательно, получаемъ: 
Уи—у + [ Утитчь-—Узат- |= +(ИЮ—у7). 


3. ИУ 5Уз Уз. Здьсь А=10, В=75; АЗ— ВБ, 
Поэтому имфемъ: 9 


Улов = + [У ь аут 00— =]- 
- Уз+у == + 55/ $. 


а 
м 
4. у "= / "= Здъсь А-З; Вер 


А?—В= а? —(аг)*, слЪд., находимъ: 


а мы = =— ее) / 1 за”) = 


У (+3 )-У 3). 


Примъчане. Формула эта, какъ извЪстно изъ Геометр!и, 
служить для нахождешя стороны правильнаго вписаннаго 
въ кругъ многоугольника о 2” сторонахъ по даннымъ ра- 
‚дусу круга " и сторонф прав. многоугольника о ® сторо- 
нахъ, Напр., сторона прав. двфнадцатиугольника, вписан- 
наго въ кругъ, рад!уса *, равна; 


об 


169. Итакъ, мы видимъ, что преобразование сложнаго ра- 


дикала Улрув въ сумму двухъ радикаловь У=--Уу 
выгодно только тогда, если (4*—В) есть точный квадратъ. 
Посмотримъ, что выражаетъ послфднее услове въ прим$не- 
ни къ корнямъ биквадратнаго уравнешя а24-ба?-е=0. 
Въ этомъ случаЪ ($ 164) имфемъ: 


ъ "—4ас 
Ри 


Поэтому разность (4*—В) равна: 
озна) 0 
| за] ( 44 а’ 
Итакъ, оказывается, что 


Корни биквадратнаго уравненя алА--хА--с==0 монуть быть 
представлены въ видъ алзебраической суммы двухъ простыть ра- 


с 
Эикаловь только въ томь случат, если = ть точный квадратъ. 


170. Примфры. 1. Дано биквадратное уравнене: 
22—92 8—0. 


Здьсь е=8; а=2; а слфдов. корни этого уравнешя 


допускаютъ преобразоваше. Ршая ур-е, находимъ: 


л/ У 
г ку =уи. 


Здфсь А = 5 в; .43—В= Но сад, 
т т[э 17 т 
== 342) у Иа 3]] (Уз -уз- 
ПВА 0 


2уз 
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П. Также корни ур4я 182“—4521--2=0 могутъ быть 
представлены въ видЪ: 


Уи 


1. Также корни ур4я а2“-- 2(а —35)2*--а==0 могуть 
быть представлены въ видЪ; 
_ с 0/5 +%—а 
о ах 


\У. ВОЗВРАТНЫЯ УРАВНЕНИЯ. 


171. Опредфлешя. Различають два вида возвратныхъ урав- 
нений четвертой степени. 


1. Возвратными уравненями перваго рода называются урав- 
нен!я вида: 


алла ава О, 


т.е. таюя полныя уравнен!я четвертой степени, у которыхъ 
коэффищенты при членахъ, равноотстоящихъ оть начала 
и конца, равны между собой по величин и одинаковы 
по знаку. 


11. Возвратными уравнемями второго рода называются 
уравнен!я вида: 


алый ый ан, 


т.е. таюя полныя уравнешя четвертой степени, у которыхъ 
коэффищенты при членахъ, равноотстоящихъ отъ начала 
и конца, равны между собой, причемъ коэффищенты при 
‘нечетныхь степеняхъ неизвЪстнаго отличаются другъь отъ 
друга знаками. 


172. Нетрудно показать, что рьшеше возвратныхъ ура- 
вневй приводится къ рЬшенйю двухъ квадратныхъ ура- 
внен!й. 


Возьмемъ уравнеше перваго рода: 


арын, @ 
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Прежде всего замфтимтъ, что въ этомь уравненви 2 не 
можеть равняться нулю, такъ какъ предположеше 2=0 
приводить КЪ абсурду: а=0. Поэтому 2 неравенъ нулю, и 
мы имфемъ право раздфлить ур-е (Г) на 2*. Получаемъ: 


ао а О, 
или, соединяя члены съ одинаковыми коэффищентами: 
1) 1 
печ 


Если обозначимъ ау то я+ь и, 


откуда 2 -- 5 у—2. 


Уравнеше (1) принимаетъ теперь видъ: 
а(у*— 2) ву--е=0, или 
ау у-Н(е—2а)=0. 
Послфднее уравнеше есть уравнене, квадратное относи- 
тельно у, и слЪд. оно даеть для У два корня. Пусть эти 


корни будутъ а и В. Подставляя найденныя значеня аи В 
вмЪсто у въ уравненше: 


1 
2+; ==, получаемъ: 


2*—ог-|-1=0, (1) 
21 —Ве--1=0. (2). 
Каждое изъ этихъ уравнен!Й даетъ по два корня для 
=, слЪд. всего корней будетъ четыре. 
Итакъ, можно сказать: 
Возвратное уравнене перваго рода 
ааа сфер а==0 


С 2 анесаааый обе Ба 


3 


в - 207 — 
имтеть четыре фтещёня, которыя получаются, какъ корни 
двух» квадратныхь уравнений; 
2°—в--1=0 
и 2—9 1=0, 
гдъ буквами а и В обозначены корни уравнен{я: 
вые) 0. 
173. При помощи такого же према рЪшаются и воз- 
вратныя уравнен!я второго рода. 
Такъ какъ въ уравнени 
ааа ей —би-ра=0 


2 равняться нулю не можетъ, то мы имфемъ право раздЪ- 
лить уравнеше на 27. Тогда получимъ: 


—. (=+2) чь (ее 


2—5 =и 


Тогда 2* те — 2%. 1 =, откуда 27--- г = 1-9. 


Уравнен!е принимаетъ теперь видъ: 
(у) -ЕЪу-е==0, 
или ау*-|-Ву--(е--За)==0, 


Пусть корни этого уравненйя будутъ: у, =, у,=8. Тогда 
для нахождешя 2 имфемъ два уравнения; 


и —а—1=0 
и 2*—В=—1=0, 
откуда получаются четыре значеня для =. 
Итакъ, можно сказать: 
Возвратное уразнеше второго рода 


ааа еай —оа-=0 


295 буквами а и В обозначены корни уравненёя: 
дуи-е-2а) 0. з 


174. Примъры. Р5шить сл6дующия возвратныя уравненя 
1. 624— 852°-{- 62а —352--6=0. в: 


Уравнеше это перваю рода (такъ какъ знаки при нечет-_ 
выхъ степеняхъ х одинаковы). у 


Дфлимъ ур-че на 2”, (на что мы имфемъ право, ибо Ра 
въ этомъ ур-фи нулю равняться не можеть): и 


6 (+=) -=(=+ == то 
й 1 
Если =-- == то аа =у— 2. 
Поэтому уравнеше принимаетъ видъ: 
6(/—2)—85--62==0, или, 
6у7—35у--50=0. 
Корни послфдняго уравнев!я суть: 
5 
Зе — и а ° 
Поэтому, для нахождения т служать уравнен!я: 


1 10 1 
=. - 3» откуда 2,=8; 2—5; 


1 5 1 
и 2+ = › откуда 2.=8; а. 


И. аи — 823 —Чат зао. 
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Уравнеше это второго рода. Для рЪшеня его поступаемъ 
совершенно такъ же, какъ въ предыдущемъ случаЪ. 
Дулимъ на а: 


("+ =) —з (=- #)-4-° 
Если #1 =, то аи, Слъфд., ур4е прини- 


маетъ видъ: 
20| 2)—Зи—4=0, или 2—Зу-0, 


; 3 
откуда и 0, => 
Для нахожден!я 2 служатъ теперь два уравнения: 
1 
о откуда 2. =1; 2.=—1; 
ры У 1 
==-5 , откуда 258; 2, == 


Ш. 2—4 -1==0. Отв. х=1; 2,1; жд 


Туве Ча аЕ--. Они. аа а 


Е 1+ию 5 
3 

175. ТЕОРЕМА 1. Если возвратное уравнене перваго рода иметь, 
корень, равный эт, то оно имфеть также и корень, равный = т.е. 
обратный первому. 

Пусть 

аз*-Най--са-фе-ра=0 (1) 

булеть возвратное ур-е перваго рода, имфющее корень, 
равный т. Попробуемъ въ это уравнеше подставить вмЪсто 


2 величину = - Получается: 
и ы 
еее: 


1, Шыулевичь. „Пополи. къ Азгебо®=. 4 


О 
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Посл$днее выражеше прелставляеть дробь, знаменатель 
которой есть конечная величина и^, а числитель предста- 
вляетъ результать подстановки въ данное ур-е (1) корня т 
вмЪсто 2, т.е. нуль. СлЪд,эта дробьтождественно равна нулю. 

Итакъ, результатъ подстановки вЪ данное ур-е (1) коли- 


чества. 


1 1 
т › ВМЪсто 2, тождественно равенъ нулю, т. е. —„- 
есть корень даннаго уравнения. 

176. Теорему предылущаго параграфа можно доказать 


и иначе. Въ самомъ дЪлЪ, мы знаемъ, что значешя кор- 
ней возвратнаго урчя 


дало Бе-а==0, (1) 
находятся ($ 172) изъ р-шешя квадратныхъ уравнен!й: 
2 —ва--1=0, (2) 
авео, (3) 


гл аи В суть корни ур1я: 
ау ву--(в—2а)=0. 

Въ обоихъ уравненяхъ (2) и (3) свободный членъ, 
лавный произведено искомыхь корней, есть 1, а это и дока- 
зываетъ предложенную теорему. 

177. ТЕОРЕМА |. Если возвратное уравнен!е второго рода имфеть 
корень, равный 22, то оно имфетъ также и корень, равный Ее к 

Пусть 

аа^-- 2-27 —Фт-а=0 (1) 


будетъ возвратное ур-е второго рода, имфющееодинъ корень, 
равный т. Попробуемъ подставить въ это ур-е величину 


1 
в вмЪсто 2. Получаемы: 


ия +=) =) 
—_ а $: 651420 >: а—фт-стА--ьтаат* 


т 
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Послфднее выражение представляеть дробь, знаменатель 
которой есть конечная величина *, а числитель предста- 
вляегъ собой результать подстановки въ данное уравнеше 
(1) корня т вмЪфсто 2. СлЪфдовательно, дробь эта тожде- 
ственно равна нулю. Итакъ, подстановка въ данное ур-4е 


(1) количества ы =), вмЪсто 2, обрашаеть ур-е въ тож- 
дество. Слфд., О =) есть корень даннаго уравнен!я. 


178, Теорему прелыдущаго параграфа можно доказать 
и иначе. Мы знаемъ, что значешя. корней возвратнаго 
уравнешя 
ааа --са— фт а=0 


находятся ($ 173) изъ рьшешя квадратныхъ уравненй: 


2? ——1=0, (2, 
2 — В8—1=0, (3) 
гл ви В суть корни уравнен!я: 
ау) 0. 


Въ обоихъ уравнешяхъ (2) и (3) свободный членъ, 
„равный произведенаю искомыхжь корней, есть (—1), а это и до- 
казываеть предложенную теорему. 

179. Итакъ, если намъ даны два корня возвратнаго ур-я 
перваго рода, напр. т и п, то друпе два корня его будуть 
а. 

т в 

Если даны два корня возвратнаго ур-я второго рола, напр., 
тои п, то друпе два корня его будуть р и ы =): 
Въ обоихъ случаяхъ произведене всфхъ четырехъ корней 
будетъ: 


1. т.п. 


1 

т 

1 1 
п. тов. не В 
Слфд., имфемъ зависимость: к 
Произведеше всфхъ четырехъ корней возвратнаго уравненя, какъ 

перваго, танъ и второго рода, всегда равно положительной единиц$. 
ты 


при помощи сльдующаго пр!ема. _ 

Пусть какое угодно. урче четвертой степени ^ 
ай аге=о м 
иметь корни а, ти 8. г 


На основаши изложеннаго въ $ 7, заключаемъ, что вая часть. 
этого ур-|я можетъ быть представлена въ видь произведешя 


а(г—а)(=—8)(2—1(2—3).. 
Такимъ образомъ, имЪемъ равенство: 
азы ел а-оттацр ааа), 
Й или, для обЪ части на а: 


а Ре бе а ое. 


Перемножаемъ правую часть по извъетному способу состав 
произведев!я двучленовъ съ равными первыми членамн (см. .Алгеб: 
Киселева“ $ 306): 


а ме += 


и енынаы он аыауй родив ноев, 


Такъ какъ правая и лЪвая части этого равенства представляють_ 
дв формы одного и того-же выражешя, то коэффищенты при один: д 
ковыхъ стейеняхъ неизвЪетнаго должны быть въ объихъ частахь 
тождественны. Такимъ образомъ, получаемъ рядъ равенствъ: 


что даеть слЪдуюцйя общи зависимостя между коэффищентами и 
* корнями всякаго ур-4я четвертой степени *). 


*) Очевидно, что вполн® аналогичныя зависимости можно получить 
и для ур-|я всякой другой степени. 
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1. Сумма вевхъ четырехъ корней ур1я равна ваятому съ обрат- 
нымъЪ знакомъ отиошен!ю коэфф. при 2* къ коэфф. при <“. 


2. Сумма произведен! корней этого ур-я, взятыхъ по два, равна 
отношению коэфф. при 2? къ коэфф. при 2“. 


3. Сумма’ произведешй корней этого ур-1я по три равна отношеню 
коэфф. при *! къ коэфф. при 2%, взятому съ обратнымъ анакомъ. 

4. Произведене всЪхъ четырехъ корней равно отношеню сво- 
боднаго члена къ коэффищенту при а. 


Примъняя выведенныя соотношеня къ возвратному ур-№ю 


ао? сай --бе-аььо, 
1 
‚имъющему корни а, 8, Ни 3 имЪемъ: 


аа; 


о ре равны 
Напр., въ $ 174 мы рьшили возвратное ур+е 
62*—862'-4-695* — 862-60 


и нашли его корни 3, }, 2 и}. Сумма ихъ 3--}--2--|-=5 =, т.е 
равна взятому съ обратнымъ знакомъ отношенйо коэффищента (—35) 
при 2* къ коэффищенту (6) при 2* ит. д. 

180. На основаши $ 7, лфвая часть возвратнаго уравне- 
шя можеть быть разложена на множителей: 


ааа ола анта(х—т) (#--н) ( пом =) Иа = : 


т 
` для уравненйй иервазо рода, и 


| и 2+ м =. — " 
` для уравнен!й второ рода. 


Т. е., лльвая часть возвратнаго уравненая равна коэффиценту. 
при четвертой степени буквы х, умноженному на произведене 
четыреть двучленовъ, равныхь разностямь между буквой & и 
хаждымь изъ корней. 


Это свойство даетъ возможность составлять возвратное 
‘уравнене по даннымь корнямь его. 
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Составимъ для примЪра возвратное уравнеше, въ числв 


корней котораго были бы 3, Зи т. 


1 
Такъ какъ данные корни 3 и 5 имфють одинаковые 
знаки, то искомое уравнене будетъ перваго рода, и четвертый 


корень его равенъ -„-‹ Это уравнеше напишется такъ: 


9-3 РЕ 3) Со 3) ыы 


или, открывая скобки въ лЬвой части и приводя къ 
одному знаменателю: 
62*—85272--624—852--6=0, 


181. Примфры для упражненй. Составить возвратныя уравне- 
ня, въ числЪ корней которыхъ были бы: 


ТТ, 4,5 Ото, 107 1Ббзе 7100. 
15—35. Ола, баый вв ыз-рено 


Ш. 1, а 1. Отв. ааа. 


ту. 1-10 1—710 717—985 
й ВЫ Вс 6 


. Отв. 94% — 27*— 
—а-ат-9=0. 
У. ДВУЧЛЕННЫЯ УРАВНЕНИЯ. 
182. Двучленными уравнешями называются уравнен!я вида: 
ах" 5—0, (1) 


глБаи в суть н5которые коэффищенты, т. е. выражен я, 
не содержашия 2. 


Раздфливъ это уравнеше на а и обозначивъ 
ь 
—==4% 
приводимъ уравнеше къ виду: 
®— А=о. (2). 
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Рьшить послфднее уравнеше значить найти всф значеня 
корня э-овой степени изъ числа А. 

Въ самомъ дЬлЪ, уравнеше (2) равносильно слБдую- 
щему: 

эт = А, 

откуда Ридно, что всяк!й корень уравнения есть такое число, 
которое, будучи возведено въ я”-овую степень, даетъ А. 
Итакъ, вопросы о нахожденти всъхъ корней двучленнаго уравненя 
="— А—0, 4 о нахождении всъёъ эначенй корня п-овой степени 
‘изъ числа А суть вопросы равнозначуще. 


183. ТЕОРЕМА. Рьшеше двучленныхь уравненй, вида =”—А=0, 
приводится къ рьшеню двучленныхъ уравненй, вида у" 1=0. 

Въ самомъ дЪлЪ, допустимъ, что мы какимъ нибудь 
образомъ нашли одно изъ значешй корня я-овой степени 
изъ числа А, напр., ариеметическое значеше *), 

Пусть этотъ ариеметический корень изъ числа А будетъ а. 
Подставимъ въ уравнеше (2) ау вмЪсто <; тогда это уравне- 
ше приметь видъ: 

ат". (3) 


Но "= А, или =—4, такъ какъ а есть ариометическй 
корень я-овой степени изъ числа 4. Поэтому ур-е (3) 
можно переписать такъ: 


УЕ1=0. 
Найдя отсюда у, будемъ знать и 2 изъ равенства г=а : у. 


184. Итакъ, вопросъ о нахождени всБхъ п значенй 
корня я-овой степени изъ числа А разбивается на три 
отдфльныхъ дЪйствия; а именно, нужно: 

1°. Найти ариеметическое значеше корня и-овой сте- 
пени изъ числа 4; пусть это значеше будетъ а. 

2°. Найти всБ значеня корня я-овой степени изъ по- 
ложительной или отрицательной единицы. (Другими сло- 
вами, рышить лвучленное уравнение: у" 3 1=0). 


*) Ариометмческимь значещемь корня п-овой степени изъ числа А 
вазывается то положительное значене корня, которое находится путемъ 
н ‚редственнаго извлечен!я корня п-овой степени изъ абсолютной ве- 
личины числа 4. 
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3°. Каждое изъ найденныхь значенй корня я-овой 
степени изъ единицы надо умножить на ариеметическое 
значене корня п-овой степени изъ. числа А, т. е. на а. 
. Изъ этихъ трехъ дЪйстый намъ. приходится теперь 
изучить вновь только второе. 


Итакъ, переходимъ къ р5шеню уравненй вида: 
"—1=0. (0) 
"10. (п). 


185. Прежде‘ всего, нетрудно убЪдиться въ слфдую- 
щихъ истинахть: р : 

1°. При четномъ % уравнете (Т) иметь два вещественныхь 
корня, равныхъ по абсолютной величинЪ, но противопо- 
ложныхъ по внакамъ. ; 

2°. При четномь » уравнене (П) не имфетъ ‘ни одного ве- 
щественнаго корня. 

30. При нечетномь п уравнене (1) имфетъ одинъ веществен- 
ный, положительный корень. 

4°. При нечетномъ ® уравнеше (П) имфетъ одинъ веществен- 
ный, отрицательный корень. 

КромЪ того, нетрудно доказать слфдующее свойство 
урчй (0 и (П): 

5°. При всякомь нечетномъ значенми м, корни уравненй (Т) и (П). 
отличаются другь оть друга только знаками. 

Въ самомъ дЪлЬ, пусть, напр., ур-е (П) удовлетворяется 
значешемтъ у=а, такъ что а”-Н1 тождествённо равно нулю. 
Попробуемъ въ урче (1) вмЪсто у подставить (—а). Полу- 
чаемъ: (—<)\—1. Но при ® нечетномъ (—а)"= —а", а слфд., 
ур-+е (1) принимаеть видъ: —а"—1=-—(а"--1), что тожде- 
ственно равно нулю. Итакъ, если а есть корень ур-фя (И), 
то (—2) есть корень урчя (1), и наоборотъ, что и требова- 
лось доказать. 


186. Рьшеше двучленныхъ уравнен!й 


ут, — ® 
ут =0, (1) 


$ ищаыкие бы фм 
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‘при помощи элементарной Алгебры, возможно только въ 
очень немногихъ частныхъ случаяхъ, напр., при и=2, 3, 4, 
5,6, 8, 10, 12 и нЪкоторыхъ другихъ. 

Но изъ тфхъ примфровъ, рьшене которыхъ для насъ 
доступно, мы убфдимся, что каждое изъ урчй: (1) и (Ш) 
имфеть ® различныхь значен; слфл. и корень я-овой 
‘степени изъ числа А будеть имфть тоже п различныхъ 
значенй. Отсюда слфдуеть: 

ТЕОРЕМА. Корень я-овой степени изъ числа А имфетъ ® различ- 
ныхъ значенй, которыя найдемъ, умноживъ послфдовательно всф я 
корней уравненйй (1) или (Ш) на ариеметическое значеше корня а. 

187. Переходимъ теперь къ ршен!ю ур-Ёй (1) и (11) для 
н$фкоторыхъ значенй 9. 

1. Показатель п=2. Уравнения (1) и (П) принимають 
видъ: 

У —1=0, или (УТУ =0, откуда у,=-—1, у,=-1. 

У 0, или (0-00, откуда у у 

П. Показатель и==3. Уравневя: у°—1=0 и у 1=0. 

Уравнеше у’—1=0 разлагается на множителей: 

у--иоо-Нд-о, 
‘и слдов. распадается на лва ур-Ёя: 
у—1=0, т.е. уж; уу, т. е. ТИВ. 
Итакъ, уравнеше у°—1=0 имфеть три корня: 


= иеЕТЕНУ В, у, 4 - 


Нетрудно непосредственнымъ возвышешемъ въ кубъ 
убфдиться, что (= и (у): 


Уравнеше 


=, 
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на основаши $ 185 (5°), имфетъ корни, отличающееся оть 
корней ур4я у’—1=0 только знаками. Поэтому значешя 
корней кубичныхъ изъ отрицательной единицы будутъ: 


Нетрудно, впрочемъ, рЪшить ур-4е у*--1==0 и непосред- 
ственно, написавъ его въ видЪ: 
(еЕО-уНо=0, 
и рЬшивъ отдфльно уравнегя: у-{-1=0, и у*—у-1=0. 
1. Показатель и=4. Уравнения: у — 1=0 и {+ 1=0. 
Уравнене у*—1=0 разлагается на множителей: 
ии =6, 
и слЬд., распадается на два ур-я: у*--1=0 и у*—1=0, рЪ- 
шеня которыхъ мы имфли выше. Итакъ, четыре значеня 
корня 4-ой степени изъ положительной единицы суть: 
а у уе и 
Уравнене же 
и-1=0 
рЬшается такъ: разсматривая лЪвую часть, ‘какъ два члена 
квадрата (у?-{-1)*, дополняемь ур-4е д0 полнаго квадрата: 
(у--2у--)—2у=0, или 
(’--о--ФИ8 0, или -НА-НУИ Э) Ат) =0. 


Уравнеше это распадается на два отдфльныхъ уравненя: 


Уз 


Р 


у--НУУ 8 -1=0, откуда у= 


(—1+9); 


и ууу 2+ 1=0, откуда у= т (19. 
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отрицательной единицы суть: 


и и Иан Уи, 


ГУ. Показатель я=5. Уравнешя: —1=0 и у--1=0. 


'Уравнене 
и—1=0 
разлагается на множителей: 
(у—пи-ни-ниу-+0=0, 


‘откуда или у—1=0, т. е. у,=1, или же 
уи-ни-ни-у-Не0. 


Рьшаемъ это в0звратное уравнеме по общимъ прави 
ламъ. ДЪлимъ на у 


ия) )+1= 6 


Обозначая у-- у= получаемъ: У —=1'—2, и слфд., 


‘уравнение это принимаетъ видъ: 
в е—1=0, 


а - 


Рьшая уравнен!я: 


находимъ для у четыре мнимыхъ корня: 


а РЕ НЕ. ыы 


т 


$ АЕ Ию У5 | 
У и Че С 


Итакъ, уравнеше у‘—1=0 имфетъ 5 корней: одинъ ве- 
щественный, равный 1, и четыре мнимыхъ. 
Что касается уравненя 
уе, 


то корни его на основан! и 6 185 (5°) будуть равны по ве- 
личин$ и противоположны по знаку корнямъ уравнен!я 
у—1=0. Но можно р5шить этоуравнение и непосредственно, 
разложенемъ на множителей: 


у -У-НА-у--=0. 
У. Показатель ®=6:; Уравневя: у‘—1=0 и у‘--1=0. 
'Уравнеше 
“1—0 
разлагается на множителей: 
у—1=(у?--1)(°—1)=0, и слЬд. распадается на два: 
У-Н1=0 и и—1=0. 


Оба эти уравнен!я мы р5шали раньше $ 187 (П), а по- 
тому шесть значешй корня шестой степени изъ положи- 


тельной единицы я 
О УВ: 
ув =—Ву=Ь— у ыы УЗ, —5 е ; 


Уравнене же у“--1=0 р$шается такъ: 


(На хи-Учноно. 
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СлЪдовательно, ур-4е это распадается на два; 
У--1=0, откуда у=-, и 


ифу 0. откуда ыы 


УТ. Показатель я=8. Уравнене у"—1==0 разлагается на 
множителей: 


(и —П=0, откуда 
у'-Е1=0, или же “—1=0. 
Оба эти уравнен!я мы уже рЪшали. Каждое изъ нихъ 
даеть по четыре корня, а слбд., всего корней будетъ восемь. 
УП. Показатель и=10. Уравнеше у°—1==0 распадается 
на два отдфльныхъ уравнен!я: 
оу" —1=0, т.е. 
или у°--1=0, или У°—1==0. 
Оба эти уравненя мы уже рЪшали. Каждое изъ нихъ 
даеть по 5 значешй у, а слфд. всего корней будетъ десять. 
УШ. Показатель п=12. Уравнеше у'*—1=0 распадается 
на два: 
у—1= (и (°ф0=0, откуда, или 
“--1=0, или у‘—1=0. 
Оба эти уравнен!я мы уже рЬшали. Каждое изъ нихъ 
‘даетъ по 6 значенИй у, а слЪд., всего корней будетъ дезнадцать. 


Этими случаями рфшеня двучленныхъ уравнешй мы 
ограничимся. 


187а. Примфры примфненя двучленныхь уравненй. 
1. Р5шить уравнение: 
21-256 —0. 


Поступая согласно изложенному въ $ 188 и 184, находимъ 
ариеметическое значеше корня четвертой степени изъ 256, 
равное 4, и вводимъ вспомогательное неизвЪстное 


И ее НЯ) 


А. — 


Подставляя это значен!е въ данное ур-е, имфемъ: 
(4у)--256=0, или 256-256 =0. 


Сокративъ на 256, приводимъ задачу къ рышенио дву- 
членнаго уравнешя 


У--1=0, 
корни котораго, какъ выведено въ $ 187 (П),будуть 
5 а 
УЗО, и УЗ Зы 
йе я 
= а. 


Подставляя эти значешя въ. уравнеше (а), получаемъ; 
21=8У 2 (-—1Н-); =,=—2У (1); «2 2 (1-0; 
=3у3 (ай. 
2. Рёшить уравнеше: 
#—271=0. 


Такъ какъ ариометическое значеше кубичнаго корня 
изъ 27 равно 3, то вводимъ вспомогательное неизвфстное 


ву: 
Слфдовательно, данное ур4е принимаетъ видъ: 
(3у—27=0, или 27у'—27=0, или, наконецъ 
у—1=0. 
РБшая это ур-е, находимъ его корни ($ 187, П): 


1,13 Г.И 
а. 


Поэтому изъ ур{я (а) получаемъ: 


2 р] а. 


Е в 3 зу3 
3; а.=— 5. тт и == 
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3. Найти всЪ значешя корня десятой степени изъ 1024. 


Обозначая буквой 2 искомые корни, имфемъ ур-4е: 
10. 


2=1034, или 21°—1094=0. 

Такъ какъ арием. значен!е корня десятой степени изъ 

1024 равно 2, то принимаемъ 
у: л. о, (@) 

и переписываемъ данное урче такъ: 

(29)°—1024==0, или 1024-10240, или, наконець 

у°—1-=0. 
РЬшая это ур-]е, какъ указано въ $ 187, УП, найдемъ 


десять значен!й для у, а подставляя каждое изъ нихъь въ 
Ур-е (а), получимъ всЪ десять значенй для 6 184) 


\1. КВАДРАТНЫЯ УРАВНЕНИЯ СЪ ДВУМЯ НЕИЗВЪСТНЫМИ. 


188. Общий видъ уравнен!я второй степени съ двумя 
неизвфстными содержитъ слфдующще члены: члены съ ква- 
дратами обоихъ неизвфстныхъ, съ произведешемъ ихъ, съ 
первыми степенями обоихъ неизвЪстныхъ и свободные 
члены. СлЪдовательно, всякое уравнене второй степени съ 
двумя неизвЪстными можетъ быть приведено. къ виду: 


аура ае-еу- Ио, 
гдф числа а, В, с, 4, е, / суть коэффищенты, т. е. выраже- 
вия, не содержация неизвфстныхъ, 


Системой уравнений второй степени съ лвумя или нЪ- 
сколькими неизьфстными называють такую систему, вЪ ко- 
торой, по крайней мфрЪ, одно уравнеше второй степени, а 
остальныя—или первой, или второй степени. 


189. Если из5 системы двухъ уравненй съ двумя неизвъет» 
ными, одно уравненёе первой степени, то такая система всегда 
разрьшима. 


Возьмемъ, напр., систему: 
аа? озу-су"--ае-еу- У, @) 
тх-пу=р. <) 
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Изъ уравненйя (2) опредфляемъ: 


ыы 
Я 


3 


и подставляемъ это значеше въ ур4е (1): 
—тх = ыы ее 
вы? - ) + < сы наче? а Ел=о. 


По раскрыти всЪхъ скобокъ, получимъ уравнеше, ква- 
дратное относительно ®. Изъ этого урфя найдемъ для 2 
два значеня, а подставивъ эти значешя въ выражеше 
для у: 


опредЪлимЪ два соотвфтствующихъ отвфта для У. 
Итакъ, предложенная система имЪфеть дв пары рюшенй, 
Примфръ. РЪшить систему: 
2 -2ху— Зу?—5=--7у=2, 
2=-3у=17. 
зу | 


ь 7— 
Изъ второго уравнен!я: АХ 


Подставляя это значеше въ первое уравнене, получимъ 
посл открымя скобокъ квадратное уравнеше: 


15у"—44у--29—0, 


откуда 
29 
ТЕ". 
Слъдовательно, 
2—2; и, —0,6. 


190. Если оба уравненя съ двумя неизвветными суть урав- 
нешя второй степени, то такая система приводится къ пол- 
ному уравненио четвертой степени и потому, вообще, неразръ- 
шима. 
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Въ самомъ дфлф, положимъ намъ дана система: 
аа" --Бху-су?--@т-ву-|-/=0, (п 
ау -еду- ас еу-Е/=0 (9). 
Если умножимъ уравнеше (1) на а, и уравнев!е (2) на 
# и вычтемъ одно изъ другого, то получимъ: 
Взу-- бу" Ог-РЕу--Е—о, (3) 
гл В=ыи—а6,; С=еа,— ас, и т. д. 
ОпредЪляя изъ уравнешя (3) 2: 
ЕВиЕ ОИ 


— ВВ 

и подставляя это значеше въ уравнеше (1), получимъ пол- 
ное уравнеше четвертой степени, которое въ общемъ видЪ 
въ окончательной формБ неразрЪшимо элементарной 
Алгеброй. 


191. Можетъ, впрочемъ, случиться, что полученное та- 
кимъ образомъ уравнене четвертой степени будетъ уравне- 
не биквадратное, или возвратное, или, ‘вообще, разрЪши- 
мое при помощи какого-нибудь искусственнаго према. Вт, 
этомъ частномъ и очень рЬдкомъ случаЪь ‘изъ полученнаго. 
такимъ образомъ уравненя четвертой степени найдемъ че- 
тыре значения для у, а слЪд., получимъ и четыре соотвЪтев- 
значения для 2. 


Примфръ. Рэзшиуть систему: 
2а*—Блу—10у*—За=-Е9у--7=0, (1) 
22 Элу—Ву?— 62-1870. (2) 
Умножая уравнеше (2) на 5, уравнение (1) на 4, и вы- 
читая одно изъ другого, исключимъ у", причемъ по у- 
чится уравнеше: 
22—10ху--6#—18у--21=0. 
Изъ этого уравнен!я опредфляемъ: 


—_ 42 62 21 
У — ев" @). 


П. Шмулевичь. „Лополи. къ Алгебр\”. 15 


ло оно, › 


Корви его суть: 


=; 2,=-—1; т, =3; х.=—$, 
Подставляя найденныя значен!я въ ‘уравнеше_ (3), опре $ 
дфляемъ соотвфтственныя значеня у: к 


= у=2; уз=1; = —1. 


2—1. п. = —1. т. а 


т Е т м: ВЫ 


у=1. у= —1. 
УН. РЬШЕНИЯ НЪКОТОРЫХЪ ПРОСТЪЙШИХЪ. систе, 
($$ 192—197). 
192. Решить систему; 
а-ру—а; зу. 
Такъ какъ намъ даны сумма и произведеше двухъ 
селъ # и у, то числа эти найдутся, какъ корни квадратна 
;равненйя: 

2—аг-4-=0. 

Рршивъ это уравнеше, найдемъ: 


ати 4. 
Е] 


= 


Полученныя значешя 2 дають 2 пары р5шенй для х и. 
а-+- Иа — 4 а-Уе-—& 


= = 


ИСУ ЕЕ 
= Е ыы 


1 


Чтобы корни были вещественны, необходимо соблю- 
леше условя: а*24Ъ. з 
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Примёръ. Дана система: 
=у=99; ву=105. 
Ршаемъ уравнене: 
#—22:-105=0, 


Корни его суть: 2,=15, а, =7. Итакъ: 


д = 15, т { =. 
у=1. у=15. 
193. Решить систему: 
#—у=а; зу=. (3). 


Система эта приводится къ предыдущей, если обо- 
значить и==— у, такъ какъ тогда имфемъ: 


э-ни=а; зи= —%. 


Корни послфдней системы суть: 


ттт. ЕЕ вы Уа 
Е и 9 Иа 4, | „_ а У 
р) 2 


Замфняя и равной величиной (— 9), находимъ корни 
предложенной системы (2); 


ни: а-+- уе ыы аи 
2 2 


но Жана й о. 
—а+У а 45 м ——у“® 
а м. 


у= 
Чтобы корни были вещественны, необходимо соблю- 
деше услов!я: а*>—46. 
Примфръ. Дана система: 2—у=7; ху=60 
Обозначая и= —у, получаемъ: 


т-+и=1; зи= 60. 
15* 


Замфняя у=— и, получаемь рфшеня зада! ной си: 
стемы: : 4 


а } НЫ "изн 


у=5. 
194. Решить систему: 
к а-уна; аут, 
у Возвысивъ обф части перваго уравнешя въ квалрать и 
у вычтя изъ результата второе уравнеше, найдемъ: 


и“ —6 1 
у хх Е й Е 


ПослЪ этого мы знаемъ: сумму неизвфстныхъ: 4 

# —› 
и произведеше: ихъ: зу == =, т. е. вопросъ свелся | 
систем (1), разсмотрфнной выше ($ 199). 


Можно, впрочемъ, поступить и иначе: 


Изъ уравненя 2*-Ну’=6 вычитаемъ Эху-а“—$. 
Получаемы (у = И —@, 
‘послф чего, складывая и вычитая уравненйя: 


#у= 
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Примёръ. Дана система: х-Ну=14; = у?=106. 


Возвышая первое уравнеше въ квадрать и вычитая 
3 ` второе, находимъ: 


: Эту = 90. : 


Вычитая полученное уравнеше изъ второго изъ дан- 
ныхъ, опредфляемъ: я—у= + 4. Рьшая системы: 


т ре-ру=14, п. в 
^#—у=4, #—у——4, 
получаемъ двЪ пары рфшен!й: 
з АХ 
Г | у=9. 
195. Рюшить систему: 
>. ж-у=а; 2—5. (4). 


ДЪля второе уравнеше на первое, находимъ разность 


И 
неизвЪстныхъ: х—у= а: (Слъдовательно, 


ен 
Примфръ. Дана система: 2-Ну=16; 2*—у—96. 
РаздфливЪ, находимъ: 2—у=6; слфд., «=, у=5. 
196. Решить систему: 
2-у=а; зу. 65). 


Умноживъ обф части второго уравненИя на 9, сложивъ 
его съ первымъ уравнешемъ и вычтя изъ него, получаемъ: 


#-у=+Уа- 35, 


&—у=+ Иа— 35. 
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Назвавъ для краткости Иа--265 = М, Уа—25 = №, полу- 
чаемъ четыре системы: 


ом  пеу--м ая 
1 у=М. #—у=— М. #—у=— №. 
2--у=—М 
И фин 


Рушивъ (сложешемъ и вычиташемъ) эти четыре си- 
стемы, найдемъ 4 пары рЬшен! заданныхъ уравнений (5). 


Примфръ. Рившить систему: 
; 22?--у'—=245; гу=98. 


Умножая второе уравнеше на 3, складывая съ уравне- 
немъ первымъ и вычитая изъ него, получаемъ: 


(2-Ну)-=441, т. е. ау 21; 
(#—у)*=49, т. е. з—у=+7. 
Ръшаемъ четыре системы: 


т ива п ить ш. ел 


#—у=7, “ву. х—у=—7. 
ш-у=—91 
ий тым 
Соотвфтственныя системы рЪшенйй будуть: 
[7=14 х——14 ж=7 “=—7 
ея а 


197. Римить систему: 
2—у—а; зу. (6). 
Если возвести второе ур-е въ квадрать, то система 
= ур < 


есть та-же система (2) ($ 193) относительно неизвфстныхъ 
2 и у*. Слёд. изъ полученныхъ ур-й найдемъ сперва 2* 
и У, а потомъ 2 и у. Но можно рЪьшать эту систему и 
иначе: 


ан 


Возводимъ оба ланныя уравнен!я въ квадрать и скла- 
‚дываемъ ур-4е первое съ учетвереннымъ уравнешемъ вто- 
рымъ. Получается: 


алина. 
Если требуется найти только вещественныя значен!я 2 и у, 
то полученное уравнеше равносильно слфдующему: 
ау ния. 


Въ болфе же общемъ случаЪ, когла ищутся и мнимыя 
значения корней, имемъ: 


х 


Ето 


Отсюда, складывая и вычитая, находимъ 27? и у*, а слЪд., 
и искомыя # и у. 


Примёръ. Решить систему: 
22—у=120; ‘ху=91. 
Возводя оба уравнен1я въ квадратъ, получаемъ: 
эА--у— 9 Р14400; 2727—8281. 


Складывая учетверенное второе ур4е съ первымъ, по- 
лучаемъ: 
(и--у— 47524, 
ау 18. 


Если бы мы искали только вещественныя значеня неиз- 
вЪстныхъ, то должны были бы взять 2*--у*=--218. Но въ 
общемъ случаЪ надо найти и мнимые корни. 


откуда 


Итакъ, мы имфемъ: 


ув пав 
2 у120. о ОЕ: 
Соотвфтственно этимъ двумъ системамъ, получаемъ: 
ь ый п нео 
= 7. у=+134. х 
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Такь какъ каждое изъ неизвфстныхъ можеть прини- 
мать по четыре различныхъ значеня, то, казалось бы, что 
предложенная система уравнен!й допускаетъ цфлыхъ восемь 
системь рфшенй. Но въ дЬйствительности она иметь 
всего только четыре системы ръшенй. Дфло въ томъ, что 
изъ уравненя ху=91 видно, что произведение неизв стныхъ 
должно быть положительнымъ, а потому невозможны, 
напр., тая комбинащи: 


#=13 и у=—7, или 2=78 и у=184, 


такъ какъ произведен!я 2у въ этихъ случаяхъ оказались бы 
отрицательными. 


Итакъ, имфемъ всего слЪдующия четыре системы рЪ- 
шений: 


2—3 [2=—13 нЕ-И 2—8 
т. и. Ш. 1 { 
ея 7 Е —132 у=--134. 
197а. Очень часто бываетъ, что болЪе сложныя системы 
двухъ уравнен!й съ двумя неизвфстными могутъ быть при- 


ведены къ разобраннымъ выше ($$ 192—197) типамъ, какъ 
это видно на нижесл5дующихъ примфрахъ. 


1. РЕшить систему: 
ту-е-ужа; глууг=. 
Переписываемъ данныя ур-я такъ: 
ту--(е-Нуе=а; зу. (2-Ну)=, 
или, обозначая зу=а и 2+ у==е: 
я-а; #2. 9—5, 

послЪ чего видимъ, что предложенная система привелась 
къ элементарной ($ 192). 

Слфдовательно, изъ квадратнаго уравнешя 

ш—аи--Ь=0 


найдутся неизвЪстныя 2 и и, т. е. произведен ту и сумма 
(т-[У), посл чего, изъ составленнаго подобнымъ же обра- 
зомь квадр. ур4я, опредфлимъ искомыя 2 и у. 
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2. Рьшить систему: 
ден а; ауди чу. 
Переписываемъ заланныя ур-1я такъ: 
(и-ру-нел-ни)==а; 2(а-ну)-Нуа-руд-, или 
(енуей-ну) =. 
Обозначивъ теперь (2-у)=е и (2*--у) =, имфемъ: 
о=а; #. =, 
т. е. привели систему къ элементарной ($ 198). 
Найдя г и ® изъ квадратнаго уравненя 
и —аи-Ь=0, 
получимъ опять таки элементарную систему ($ 194), такъ 


какъ будуть уже опредЪлены: сумма первыхъ степеней 
(2-у) и сумма квадратовъ (2*--у*) неизвъстныхъ. 


3. Рышить систему: 
аи а; ху. 


Возведя обф части второго ур-я въ четвертую степень, 
имфемъ: 


аиу=а; ау, 
или, замфняя 4*=, у‘=: 
а 0=:а; 9. = М, 


т. е. система привелась къ элементарной, причемъ 2 и 
найдутся, какъ корни квадр. уря и —аи--М=0 и т. д. 
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ГЛАВА ХИ. 
НЕОПРЕДЪЛЕННЫЯ УРАВНЕНИЯ, 


198. Неопредфленными уравненями первой степени съ двумя не- 
извъетными называются уравнен!я вида: 


ах Бу=е, 1) 


глф а, В, с суть нфкоторые коэффищенты, т. ‘в. выраженя, не 
содержащая неизвьстныль. 


РЬшивъ уравнеше (1) относительно какого угодно не- 
извфстнаго, напр., у, получимъ формулу: 


—@5 
У: 


въ которой буквЪ 2 можно давать как я угодно значешя, 
причемъ каждому произвольному значению = отвфчаетъ одно. 
вполнЪ онредъленное значеше у. 


Если, напр., у дВлается равнымъ и, при ==т, то числа т 
и п составляють одну изъ ешстемь решен неопредфлен- 
наго уравнешя (1). 


Очевидно, что уравнене это можеть имфть безчислен- 
ное множество системъ рЪшен!й. 


Обыкновенно вопросъ, приводящ!й къ неопредфлен- 
ному уравнению, требуетъ, чтобы неизвфстныя = и у были 
числа цтлыя, а иногда сюда, кромЪ того, присоединяется 
требоване, чтобы они были положительны. Такимъ обра- 
зомъ ставится вопросъ: изъ безчисленнаго множества си- 
стемъ, удовлетворяющихъ уравнен!ю (1), выдфлить системы 
рЬшенйй въ числать цьлыхь им положительныхь. Подобное 


ограничеше значительно уменьшаеть неопредЪленность рф- 
шен!я. 


Разсмотримъ сперва рфшен!е неопредфленнаго уравне- 
ня въ числахъ Только цълыхъ. 
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199. Каковы бы ни были рашональные коэффишенты 
заданнаго неопрелфленнаго уравнен!я, всегда можно это 
ур-+е замфнить такимъ равносильнымъ ему уравнешемъ, 
въ которомъ коэффишенты а, В и с будутъ числа цфлыя. 
Для этого, въ случа дробныхъ коэффишентовъ, доста- 
точно умножить обЪ части уравнен!я на наименьшее крат- 
ное энаменателей данныхь коэффицеентовь. 

Поэтому, въ дальнфйшемъ изложеши мы имфемъ право 
считать числа а, $, с числами цфлыми. 

Итакъ, спрашивается, всегда ли возможно рЬшить не- 
опредфленное уравнене а=--Ву=с въ цлыхь числах. 

ОтвЪтомъ на этотъ вопросъ служать слфдующия три 
теоремы (6$ 200, 201, 204). 


200. ТЕОРЕМА 1. Если коэффищенты а и 6 неопредфленнаго ура- 

вненя 
ах- уе 

имфютъ общаго иножителя, на нотораго с не длится, то, уравнеше 
это не иметь ни одной системы цфлыхъ рьшенй. 

„Доказательство. Положимъ, напр., ято обиий множитель 
чисель а и В равенъ №, такъ что а=тй; Ф=и®, гдЪ тип 
суть цвлыя числа. 


Неопредфленное уравненше принимаеть видъ: 
тАе--яу=е, 
или, по раздфлен!и обфихъ частей уравнешя на 


с 
тату. : 
Е с 

Такъ какъ по условию теоремы 71 есть дробь, то, оче- 
видно, невозможно найти цюлыя значен!я для # и у, удо- 
влетворяющия послднему равенству. 

Примфръ. Дано уравнеше 352--91у=107. Коэффишенты 
при. неизвфстныхъ имфютъ общаго множителя 7, на кото- 
раго 107 не дфлится. Очевидно, ‘что уравнене 

107 
52-8, 
равносильное заданному ($ 126), не можеть быть удовле- 
творено никакими целыми значешями неизвЪфстныхЪ. 


201. ТЕОРЕМА \!!. Если коэффищенты аи В неопредфленнаго 
‘уравненя 


ах-НЪу=е 


суть числа взаимно простыя, то неопредфленное уравнен!е ‚допускаеть 
по крайней мфрЪ одну систему цфлыхь рфшенй. 


‚Доказательство. Выражая изъ даннаго уравнен!я одно 
неизвфстное въ зависимости оть другого, получаемъ: 


а 


СНУ, 


Будемъ послфдовательно подставлять въ эту формулу 
вмЪсто У всЪ натуральныя числа, менышя чфмЪъ а, т. е., заклю- 
чаюцияся въ ряду: 


0, 1, 2, 3,4..,,. (4—8), (а—1), [9 


и каждый разъ будемъ вычислять соотвфтственное значеше 
для т. Для этого намъ придется каждый разъ находить 
разность межлу числомъ с и произведещемъ Бу, и дБлить 
эту разность на а. Докажемъ, что всф остатни, получаемые 
оть послфдняго дфлен!я, различны. 


Въ самомъ дЬлЪ, если мы допустимъ, что при подста- 
новкЪ вмЪсто у количествъь ти п изъ ряда (1) мы полу- 
чаемъ ‘одинаковые остатки, то разность 


(вт) —(е—), 


какъ разность двухъ равноостаточныхь относительно @ чи- 
селъ, должна непремфнно раздфлиться безъ остатка на а *), 


Но разность эта, равная 
Ъ(п—т), 


не можеть дфлиться на а, такъ какъ по условию В и а суть 
числа взаимно простыя, а разность двухъ чиселъ (ю и т), 
меньшихъ чёмъ а, тоже дфлиться на а не можетъ **). 


*) На основан извФстной арнометической теоремы. См. «Курсъ теор. 
Ариеметики». Сост. П. Шмулевичъ $ 48. 
**) См. «Куреъ теор. Ариеметики» $ 68. 


21887 — 


Итакъ, подставляя вмЪсто у въ формулу 


@ различныхъ натуральныхъ значен!й: 
0, 1,2,3..... (@-—1, 


и выполняя каждый разъ дБлеше разности е—Ву на а, мы 
получимъ а различныхь остатновь. Каждый изъ ‘этихь 
остатковъ долженъ быть цфлымъ числомъ, меньышимъ дф- 
лителя а. 


Но всъ цылыя числа, меньийя а, различныя между собой, 
число которыхь равно а, суть числа: 


а 


Слфдовательно, въ числЬ остатковъ будетъ непренфино 
одинъ, и притомь только одинъ остатокъ, равный нулю *). 
Поэтому заключаемъ, что для нфкотораго цфлаго значения у, 
подставляемаго въ формулу 


Ей 


получается соотвфтствующее цфлое же значеше 2, т. е. 
уравнен!е будетъ имЪть одну систему цвлыхь ршен!й. 


Итакъ, если а и В суть числа, первыя между собой, то 
неопредфленное уравнеше непремфнно имфеть систему 
цфлыхъ рфшенй. 


202. Первый способъ рьшеня неопредфленнаго уравнешя въ 
цфлыхь числахъ. Изложенная теорема даеть возможность 
находить одну пару ршевй неопредфленнаго уравнен!я въ 
цфлыхъ числахъ. Пусть, напр., дано уравнеше: 


{% 9=—4у=17. 


*) Въ самомъ дЪлЪ, если допустить, что ни одянъ изъ остатковъ не 
будетъ равенъ нулю, то всф остатки, как!е только возможны, будутъ: 


1,2, 3,.....(@—1) 


т. е. всего получится (а -- 1) различныхь остатковъ, тогда какъ число ихъ. 
должно быть равнымъ а. 
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Рьшаемъ это уравнеше относительно того изъ не- 
извфстныхъ, при которомъ находится численно меньший 
коэффищенть, т. е. въ данномъ случаф относительно у: 


97—17. 
4 


Подставляя вмфсто 2 рядъ натуральныхъ значен!й отъ 
0 до 3, мы можемъ на основаши доказанной теоремы 
($ 201) утверждать, что непремнно получимъ одно цфлое 
рЬшеше для у. Въ самомъ дфлф, производя эти под- 
становки, получаемъ: 


При #=0, ,=-М. .... : Число нецфлое. 
8 
> 15=Ь ОУ ... . Число целое. 


Итакъ, одна система рьшен!Й ланнаго неопредфленнаго 
уравнен!я въ цфлыхъ числахъ есть: х=1, у==— 2. 

Этотъ премъ рьшевя неопредфленнаго уравнешя слф- 
дуетъ употреблять во всфхъ тхъ случаяхъ, когда коэф- 
фищентъь при какомъ нибудь изъ неизвфстныхъ есть 
число небольшие, такъ какъ при этомъ услови не пона- 
добится дфлать много подстановокъ- 


Приифры. Найти при помощи этого приема одну систему 
рьшенй уравнен!й: 


1. 4=-{ Пу—37. Отв. у=3; х=1. 
П. 152 — 4у=19. Отв. 2=1; у=—1. 
Ш. 175 — 2у=21. Отв. 2-1; у=— 2. 


203. Первая изъ вышеизложенныхъ теоремъ ($$ 200 и 


201) говорить намъ, ато услове: 
й 


аи должны быть числами взаимно простыми 


есть услоше, необходимое для рьшешя неопредфленнаго 
уравнешя въ вфлыхь числахъ. 


Вторая теорема говорить, что услов!е это достаточно для 
рЬшеная неопредфленнаго уравнен!я въ цфлыхь числахъ. 
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204. На основани 6$ 201 мы знаемъ, что если ив 
суть числа взаимно простыя, то неопрелфленное уравнеше 
всегда имфеть одну систему цфлыхъ р5шенй, и знаемъ, 
какъ можно ее найти. СлБдующая теорема даеть возмож- 
ность по одной найденной цфлой систем найти формулу, 
заключающую въ себъ всф системы целыхь решений. 


ТЕОРЕМА 111. Неопредфленное уравнене 
ах--Ву=с, 


въ которомъ аи $ числа взаимно простыя, допускаеть безчисленное 
множество цфлыхъ рьшен!Й; всЪ они заключаются въ фориулахъ: 


2—6.) у=8—а.6 


гдЪ хи В представляютъь одну какую нибудь систему цфлыхъ рше- 
НИЙ, а есть произвольное цфлое число. ; 


Такъ какъ по условю а и В суть корни даннаго ура- 
внешя, то подстановка ихъ вЪ это ‘уравнеше даетъ тождество: 


аа-- В 
Вычитая это тождество изъ даннаго уравнен!я, имфемъ: 
а(г—а)--Ку—В)=0. 


Представимъ это уравнеше подъ видомъ равенства 
двухъ дробей: 


НХ 


у @а 
`Такъ какъ по условшю теоремы, коэффишенты а и 
Й 
суть числа взаимно простыя, то дробь а Чесократина, Но 


изъ Ариеметики извЪфстно, что несократимая дробь можетъ 
равняться нфкоторой другой дроби только лишь въ томъ 
случаЪ, если числитель и знаменатель ея соотвфтственно 
равнократны числителю и знаменателю данной несократимой 
дроби *). 


*) См. «Курсъ теоретической Арием.» сост. П. Шмулевичь 6 103. 


На основан!и этой теоремы заключаемъ, что равенство 
(1) можеть имфть мЪсто только лишь въ томъ случаЪ, 
если 5 
т—а—6.ёи 


-уа.& 
гдф есть произвольное цфлое число, 
Отсюда получаемъ: 
т—а-Ь.Ёи у=8—а.1. 


Эти выражешя даютъ безчисленное множество цфлыхъ ртшенёй: 
стоить только вмЪсто # подставлять произвольныя цюлыя 
числа. 


Такъ какь # подчинено только лишь одному услов!ю, 
что оно должно быть цьлымъ числомъ, то въ формулы для 
2 и у можно вмЪсто # подставить (—й), и тогда отвЪты для 
< и у принимають вилъ: 


т=а—Ъ.6 ‘у=в-ра.1. 
Какъ первая, такъ и вторая группы формулъ: 
—а-|- т=а— 
ЕЕ п. 
ве ии 
составляются по олному и тому же закону: 

Первый членъ въ нить равенъ всегда одному изъ корней, а вто- 
рые члены суть произведеня произвольнаго цфлаго числа # на 
хоэффишенть при у въ формуль для х, ина хоэффищенть при 
х въ формул для у; при этомъ одинъ изъ коэффищентовь вхо- 
дить въ формулу съ тмъ же знакомъ, съ которымъ онъ входить 


въ уравнене, а другой—со знакомъ противоположнымъ тому, какой онъ. 
имфеть въ уравненм. 


Примфръ. Выше ($ 202) мы нашли одну пару р5шен!й не- 
опредЪленнаго уравнен!я 


95—4у=17, 
а именно, 
2—1; у=—2. 


ть, 


а 


Поэтому вв5 цфлыя рЬшеня заключаются въ форму- 
лахъ: 


в=1—46 у=—2— 0% 
или, что одно и то-же: 
#—=1--46 у=— 2-01. 
Придавая въ любой групп этихъ формулъ буквЪ { ка- 


к!я угодно увлыя значеня, положительныя, или отрицатель- 
ныя, получимъ сколько угодно паръ цфлыхъ рьшенй. 


205. Изъ доказательства теоремы И! ясно, что въ ней 
содержатся дЪйствительно вв цфлыя рЪшен!я. Непосред- 
ственной повфркой нетрудно также показать, что всякое 
р®Ышене, заключающееся въ формулахъ: 


2—а--. Бу=В—а. 


дЪйствительно удовлетворяеть неопредЪленному уравненю 
ах--Фу=е. Въ самомъ дьлЪ, подстановка даеть: 


а(а-ы)-НИВ-—ад-аа- В, 


что тождественно равно с, такъ какъ по услов!ю а и В суть 
корни заданнаго уравнен!я. 


206. При помощи изложеннаго выше ($ 202) метода на- 
хождевшя цфлыхъ значенй для т и у, всегда возможно 
найти одну пару рьшенй неопредЪленнаго уравненИя, а 
слфд. на основании $ 204 и вс цфлыя системы. Но указан- 
вый премъ выгодно употреблять только въ томъ случаЪ, 
если хоть одинъ изъ коэффишентовъ а или 6 есть число 
‘небольшое, такъ какъ иначе пришлось-бы дЪфлать слишкомъ 
много подстановокъ. 


Поэтому, для нахожден!я одной пары цфлыхъ рёшен!й, 
пользуются обыкновенно другимъ ‘способомъ, изложенным 
ниже ($ 209). 


П. Шыулевичь. „Пополни. къ Лагебр“. 16 
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207. Частные случаи рЬшен!я неопредфленныхь уравненй. 


^ 1°. Допустимъ, что коэффишенть при одномъ изъ не- 
извфстныхъ равняется единице. Напр., пусть неопредфлен- 
ное уравнеше будетъ: 


#-Нбу=е. 
Отсюда имфемъ: 
и=е— у. 


Сдфлавъ въ этомъ уравнени у=0, получимъ для 2 цф- 
злое значеше х==е. Слфдовательно, одна изъ системъ рЬше- 
н!й будетъ: 2=е, у=0. ВсЪ же цфлыя рЪшения ($ 204), за- 
ключаются въ формулахъ: 


в=е— 0; у=0--1. =. 


Также, если коэффищентъ при у равенъ единицЪ, то 
всЪ пфлыя рЪшен!я заключаются въ формулахъ: 


== у=е—аё, 


2°. Если свободный членъ равенъ нулю, то уравнеше 
имЪфеть видъ; 


ах-фу=0. 


Одна изъ системъ рЬшев!й будетъ, очевидно, 2=0, у==0, 
Вс же вообще системы заключены въ формулахъ: 


=Ы, у=— а. 


208. На основаШи предыдущаго параграфа, мы ви- 
димъ, что если коэффищенть при одномъ изъ неизвЪстныхъ 
равенъ единиц, то уравнеше р шается очень просто. Ниже 
будеть доказано, что если коэффищенты а и ® при `неиз- 
вЪстныхъ суть числа взаимно простыя, то всегда возможно 
привести рьшене заданнаго уравнен!я а2--фу=е къ такому 
уравнентю, въ которомъ одинъ изъ коэффишентовъ ра- 
венъ единиц. 
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209. Общий случай ршеня неопредфленнаго уравненя. 


Выяснимъ на какомъ либо численномъ примЪр$ спо- 
собъ нахождешя одной пары цфлыхъ рЬшеш неопре- 
дфленнаго уравнения. 

Пусть дано, напримфръ, уравнеше: 

17%—37у=55. (1). 

Рьшаемъ это уравнеше относительно неизвЪстнаго, 
имфющаго меньший коэффищентъ, т. е. въ данномъ слу- 
чаф относительно #. 

Получаемъ: 

—_ БВ ДЕ 
27 17 


Исключивъ изъ правой части цфлую алгебраическую 
` часть, найдемъ: 


4--3у , 
=з-2у-- №. 


Полученное для 2 выражене состойтъ изъ двухъ частей: 
(3-- 25), которая будеть пфлой при всякомъ цфломъ у, и 


дробной = ие . Для того, чтобы 2 было цфлымъ числомъ, 


необходимо выбрать так!я цфлыя значешя у, чтобы дробь 


4-- 3у 
17 
была цфлымъ числомъ. 
Итакъ, положимъ: 
4-3 + 
та 


гдЪ Ё есть произвольное цфлое число. 


Изъ послфдняго равенства находимъ: 
Зу—17 = —4. (2). 
15% 


имфюшаго меньшй 


Исключивъ ифлую алгебраическую часть, найдемъ: ‹ — 


а о 


Для того, чтобы у было числомъ цфлымъ, необходимо 
для подобрать такое цфлое значение, чтобы ? 


2—1 


—=&, 


С м 


гдЪ & есть произвольное цфлое число. 


Послфднее равенство даетъ: 
} 2—8 =1. 


Ршаемъ это уравнете относительно неизвфстнаго съ | 
стан меньшимъ коэффищентомъ, т. е. & Имфемъ: 


Ава 1 8. 
р =тть 


Исключивъ цфлую алгебраическую часть, найлемы = 7: 


ПДА 
ё 
Для того, чтобы # было цфлымъ числомъ, необходимо, 
чтобы : 
| 
а 
р] ь 


гдЪ & произвольное цфлое число. 


Изъ послфдняго равенства получаем: 
1: 
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Въ послднемъ уравнеши коэффишенть при одномъ | 
изъ неизвфстныхъ равенъ единиц, а потому мы его можемъ 
уже рёшить ($ 207, 1°). 


Мы получили слфдуюнций рядъ уравнен!й: 


172—37у=55, (1). 
Зуи =Ь—4, (2). 
24—З1=1, (3). 
1—9 =-1. (4). 
Изъ уравневйя (4) имфемъ: 
) а 94-1. 


Одной изъ системъ рЬшенй этого уравненшя будетъ 
система: 


0; &=—1. 


Подставляя полученное значеше &, въ уравнеше (3), на- 
ходимъ: # = —1; подставляя это значене & въ ур-1е (2) полу- 
чаемъ у=—7, и подставляя это значеше у въ уравнене (1), 
видимъ, что х = —12. 


Итакъ, 
#=—13, у=-—7 
есть одна изъ сиотемъ ръшен!Й заданнаго уравнен!я. 
Общая же формула р5шен!й, на основани $ 204, будетъ: 
&=—124 376 у=--иь 
› ТДЪ Гесть произвольное цтьлое число. 
210. Занфчане. ВмЪсто того, чтобы въ уравнении (4) опре- 


дфлять численныя значешя & и 4, можно поступить и 
иначе. А именно, изъ ур-йя (4) имфемъ: 


иЕАЬ—1. 
Подставляя это значение #, въ ур-е (3), получаемъ: 
21—3(2,—1)=1, откуда =—1-- 34. 
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Подставляя это значеше & въ ур-е (2), получаемъ: 
3у—17(—1- 3%) =—4, откуда у=—7- 174, 
Подставляя это значене у въ ур-е (1), находимъ: 
172—37(-—7-- 17) =55, откуда 2=-—12 -- 374, 
Такимъ образомъ, мы получили: 
у=— 17-176; == — 19-37%, 
гдЪ 1, есть произвольное цфлое число и потому можетъ 
быть замфнено просто буквой & 

СлЪдов., дфлая подобныя подстановки, мы получаемъ 
для хи у непосредственно формулы, содержация въ себф 
сразу всБ отвфты. Очевидно, что такой способъ подстановки 
только безполезно увеличиваеть число вычислен!й. 


211. Разсматривая способъ рфшешя неопредфленнаго 
уравненя въ $ 209, замфчаемъ, что вопросъ приводится къ 
послЪдовательному рьшеншю нфсколькихъ уравневй, кото- 
рыя суть: 

1. Данное уравнеше: 

175—879 =55, (Г) 
т, е. вообще, уравнене съ неизвЪстными & и у съ коэффи- 
шентами при нихъ а и $5. 

2. Уравнеше: 

Зу— 176 = —4, 
т. е. вообще, уравнеше съ неизвфстными & и # (если а>>5), 
или у и { (если а<5). Коэффишенты его суть: а или в, и 
остатокъ ”, оть дБлешя а на В, или 6 на а. 
3. Уравнение; 
24—34, =1, 
т. е. вообще, уравнеше съ’ неизвфстными # и &- 

Коэффищенты его суть: прелвдущуиуостахонь т, и оста- 
токъ т, оть дфленя а, или В на #,. 

4. Уравнение: 

и =Ь—1, 
т. е. вообще, уравнен!е съ неизвфстными &, и %. 

Коэффищенты его суть: предыдуций остатокъ », и оста- 
токъ 7, отъ дфленя #, на *,. 

И такъ далфе. 
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Изъ этого видно, ‘что. процессь рёшеня приводить въ дан- 
номъ случаб къ такому же ряду дЪйств!Й, какой имфлъ бы мфето 
при нахожденм общаго наибольшаго дфлителя чисель а и В по спо- 
собу послфдовательнаго дфленя. (См. «Курсъ теор. Арием. $ 61). 

Но коэффищенты а и 6 суть числа в3.-простыя между 
собой, а потому обиий наибольший дфлитель ихъ равенъ 
единиц; слфд., продолжая рядъ указанныхъ дьленй, мы 
непременно дойдемь д0 остатка, равназо единиць, который и 
будегь коэффищентомъь въ одномъ изъ получаемыхъ 
уравневй. Итакъ, мы непремфнно получимъ уравнеше, въ 
которомъ коэффишентъ при одномъ изъ неизвфстныхь 
будеть равенъ единицф, т: е. приведемъ вопросъ къ част- 
ному случаю, ршеше котораго не представляеть затруд- 
нений (см. $ 207; 1°).. 


212. Возможныя упрощеня. При рфшен!и неопредфленныхъ 
уравненй можно пользоваться всфми способами, веду- 
щими къ сокращению вычислешй. Въ нижесл5дующихь 
примфрахъ указаны главные типы такихъ упрощенйй. 

1. Если одинъ изъ коэффишентовъ при неизвЪстныхъ 
имфеть общаго множителя со свободнымъ членомъ, то 
всегда возможно нфкоторое упрощеше. 

Пусть дано, напр., уравнеше: 

152--17у==40. (1). 

Раздфливъ урче на‘общаго множителя чиселъ 15 и 40, 

т. е. на 5, получаемъ: 


Такъ какъ 3х и 8 суть числа цфлыя, то 17у должно. 
дЪлиться на 5; но 17 на 5 не длится, сл$д., 3 должно быть 


цфлымъ числомъ. Обозначимъ это цфлое число буквой у, 
такъ что у=5бу, и данное уравнен!е принимаеть боле 
простой вилъ: 
За2--17,=8. (2) 

Такъ какъ коэффишентъ при = невеликъ, то ршаемтъ 
это ‘уравнеше по первому способу ($ 202). Находимъ: 
= 8— Ми, 

а 


т 
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Подставляя выфсто у; значения 0, 1, 2, имфемъ: 


При 9.=0; .-8, число нецфлое; 


ЯН=1; 2=— ыы =—3, число цфлое. 
Итакъ, одно изъ ръшенйй ур-я (2) будлеть: 
У:=1; = —3. 
Слфд., одно изъ рьшешй ур“я (1) есть: 
у=5у=5; х=—8, 
а потому всЪ рЬшешя ур-я (1) суть: 
х=— 3-17 у=5 15. 


И. Положимъ, дано уравнен!е: 


7у—И5=81. (1). 
РЬшая его, находимъ: 
_ 81 11; 3. 42. 
Ее еее ши 
Полагая 
3-4= _ р. 
Е 
находимъ: 
4—1 =—8, (2) 
— 3#—3 
откуда ве и. 
Числитель дроби и имфеть общао множителя 3; 
поэтому: ы 1 


РЕ ме : 


Для того, чтобы произведеше Е длилось на 4, не- 


—1 
обходимо, чтобы равнялось цфлому числу, напр. &. 


1 
=&, откуда #=48-- 


— 
Тогда а 
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Положивъ здЪсь &=0, получаемъ #=1; слЪд. изъ урав- 
неня (2) находимъ 2=1, а подставивъ это значеше & въ 
уравнеше (1), опред$ляемъ у=6. 


Итакъ, обшия формулы будутъ: 
а=1-76 у=6-НЬ, 


Ш. Однимъ изъ полезнфйшихъ средствъ для упрощен!я 
вычислен!й является введенае отрицательныхь остатховъ. 


Положимъ, напримфръ, дано уравневе: 


72-13 у=178, 
Опредфляя 2, находимъ: 
„ЕМУ 


При выдфлеши цфлой алгебраической части изъ дроби 
183—189 с 
7 › мы можемъ или взять: 


ПР о, или же: 
т = 10—39 = А 


Очевидно, что во второмъ случа дальнфйшее вычисле- 
ве будеть проще, ибо полагая 


м 


получаемъ сразу уравнен!е: 
у=1—2, 

въ которомъ одинъ изъ коэффищентовъ равенъ единицЪ, 

Примфры. Рьшить въ цфлыхъ числахъ неопредЪленныя 
уравнен!я: 

1. 72--13у=91. — Отв. х=18—135 у=Тё, 

1. а2--Фу = аб. Всегда ли возможно ршить это урав- 
нене въ цфлыхъ числахъ? Отв. Да, всегла. 

ТИ. 192—17у=85. Отв. х=-8+-116 у=-—И-19. 

ТУ. 6#—16у=63. Отв. х=8-Н5& у==—щ-Ьаь 

У 182-21 у=22. Отв. Задача невозможная ($ 200). 
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213. Рышеше неопредфленныхь уравненй въ числахъ цфлыхъ и 
положительныхъ. 


Разсмотримъ два случая. 


1. Коэффищенты при х и у имБють различные знаки, 
такъ что уравнеше имфетъ видъ: 


аг—Ву—с, 
тд а и 6 суть числа положительныя. 


Вь этомь случаъ ‘неопредъленное уравненйе имтеть неограни- 
ченное число системь цфлыхъ и положительныхъ рьшенй. 


Въ самомъ дфлЪ, всБ цфлыя рьшеня въ этомъ случав 
заключаются въ формулахъ: 


т=а- 0 у=В-Нае. 


Для того, чтобы # иу были положительны, необходимо 
и достаточно, чтобы # удовлетворяло неравенствамъ: 


а И> 0; 8-1 >00. 


Неравенства эти даютъ: 
@. 8 
>—+:> = 


Для того, чтобы удовлетворить сразу этимъ обоимъ 
неравенствамъ, достаточно брать для { значения, не меньшия, 
чфмъ большее изъ двухъ чиселъ: 


7-Я. 


такъ что для $ получается всего только одинъ предфлъ. 


Очевидно, что можно найти для # безчисленное множе- 
ство цфлыхъ значен!й, удовлетворяющихъ этому условю. 
3°. Коэффищенты при х и у имфють одинаковые знаки, 
т. е. уравнеше имфетъ видъ: 
ах | бу=е, 
гдЪ а и ® суть положительныя числа. 


Очевидно, что при отрицательномъ с уравнене не мо- 
жеть имЪфть ни одной системы положительныхь решен. 
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Если же с есть число положительное, то уравнеме это 
‘имтетъ ограниченное число положительныхь системь рЪшенй, ко- 
торое иногда можетъ приводиться и къ нулю *). 

Въ самомъ длЪ, въ этомъ случаБ всЪ цфлыя рьшешя 
заключаются въ формулахъ: 

и—а-НМ; у=8—аё, 
и слБд. # должно удовлетворять неравенствамъ: 
«-- >20; В—аЁ>0, 
а 
откуда >—-;:< Е ь 


в 
а 
два неравенства несовмфстны, и уравнеше не будеть имЪть 
ни одной системы цълыть и положительныхъ рьшен!й. 


в 
а 
эти будутъ удовлетворены для всъхъ цфлыхьъ значешй & 


а 
Если будеть менфе числа [- 5} то ясно, что эти 


а 
Если же будеть болфе числа —ъ} то неравенства 


а 
находящихся въ границахъ между - $] и 2. „› откуда 


видно, что рЪшенй этихъ можеть быть лишь ограниченное 
число. 
214. Примфры 1. Уравнеше 
6=#—Бу= 21, 
иметь цфлыя рЬшеня, заключенныя въ формулахъ: 
х=1-Е5в у=— 8-6. 
Для того, чтобы рьшеня были положительны, необхо- 
димо и достаточно, чтобы: 
1--56>0 и —8-66>0, 
откуда 
лее 
5 2 
Такъ какъ неравенства эти однозначны, то, очевидно, 
что вс значен!я #&, большя бдльшаго изъ предфловъ 


*) Посльднй случай имфетъ мЪсто, наприм®ръ, тогда, если с не равно 
‘нулю и мене каждаго изъ коэффищентовъ а и Ъ. 


н т сразу. Итакы г можеть принимать значен! 
. ВА 7 ЗА 


‚а потому заданное уравнеше имфеть безчисленное множе- 
ство цфлыхъ и положительныхъ рёшенй. Этого резуль- 
тата и надо было ждать, такъ какъ коэффишенты Кри 
неизвЪстныхъ имфютъ различные знаки. 


. ©, 


!. Дано неопредфленное уравнение: > 
5=-8у=: 
ВсБ цфлыя рЬшен!я этого ур-я заключаются въ фор-. 
мулахъ: 
2=9—86; у=р—1-5. 
Для того, чтобы корни эти были положительны, # должно 
удовлетворять неравенствамъ: 


9—85>0 и —1--55>0, 


откуда < и:> и 


9 1 
Между числами 8 И заключается всего одно ое 


число 1, а потому единственное возможное значенше для. 4: ы и 
будеть #=1, что даетъ знаЧешя корней: х=1, у=4, А, 


1И. Дано неопредфленное уравнеше: 
22-53. 


ВсЪ ифлыя рЬшеня этого уравнешя заключаются въ 
формулахъ: 
2=— 1-58; у=1—2. 


Для того, чтобы корни эти были положительны, необ- 
ходимо, чтобы 
—1-+-5>0 и 1250, о 


1 1 
откуда 1>— иа<-- 
5 Р) 
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1 1 
Такъ какъ между дробями 5 И 5 не заключено ни 


одного цфлаго числа, то предложенное уравнене в066ё не 
иитъеть положительныхь цълыхь ръшент. Это видно и 
изъ самой формы уравнен!я, такъ какъ въ немъ сумма 
коэффишентовь при неизвЪстныхъ болфе свободнаго 
члена, и ни одинъ изъ нихъ не равенъ свободному члену- 


215. Нахождене одной пары цфлыхь рёшенй при помощи непре- 
рывныхъ дробей. 


А. Разсмотримъ сперва случай, когда оба коэффищента 
при неизвъстныхъ имфютъ одинаковые знаки, т, е., если 
уравнене имфетъ видъ: 


аз бу=с, (1) 


тлаив суть числа положительныя и притомъ, конечно, 
взаимно простыя. 


Обратимъ дробь въ непрерывную и составимъ рядъ. 


подходящихъ дробей: 


а РАВ. 
9,’ 9,’ 9, ©,’ 9, 
Р, Е 
Послфдняя подходящая б, равна точному значению 
, 
непрерывной дроби, т. е. $. 


Напишемъ разность ($ 106): 


В 
$ бь 
или а 1— ОР =(Ы— 1). (3). 


`Здфсь могутъ имфть мфсто два случая: 


а 
1. ПослЪдняя подходящая дробь р есть дробь чет- 


наго порядка, т. е. я есть число четное, 


такъ: 
а0,—1—ВР-1=1, 


или, умножая обЪ части на с: 
ас, 1—6 Рь1=6; 
Сравнивая это тождество съ заданнымъ уравнешемъ 
а--Ву=с, 
видимъ, что послёднее удовлетворяется слБдующими зна- 
ченями неизвЪстныхъ: 


=. Фи; У=Ь-— с. Ри. 


Слфд. одна система рьшешй с‘даннаго уравненйя най- 
‚дена. 
д 


2. Если послфдняя подходящая у съ дробь нечет- 
наго порядка, то равенство (2) даеть: 
а, Р,-—1=—1, 
или, умноживъ обЪ части на (—6): 
— ас» 1-56 Рь-1=с. 
Сравнивая послфднее тождество съ заданнымъ уравне- 


немъ (1), видимъ, что одна изъ системъ рьшен!й въ этомъ 
случаЪ будеть: 


= —56. 0,1; =. Рь-1. 


В. Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда коэффишенты 
при неизв5стныхъ имЪфють различные знаки, т. е. когда 
уравнеше имфетъ видъ: \ 


аг—фу=с. (3). 
Поступая такъ же, какъ въ предыдушемъ случаЪ, раз- 
лагаемъ + въ непрерывную дробь, составляемъ рядъ под- 
ходящихъ дробей и пишемъ равенство (2): 
а, — ВР = (—1)". 
1. Въ случаЪ четнаго ®, имфемъ: 
а — ВР =1, 


Въ этомъ случа послфлнее равенство перепишется — 


ы 


рава 


откуда, умножая обЪ части на с, и сравнивая получаемое 
тождество: 
ас — б6Рь = 


съ заданнымъ уравнешемъ (3), видимъ, что одна изъ си 
стемъ ршешй будетъ: 


=. 0,1; у=е. Рь1. 
2. Въ случаЪ же нечетнаго ® имфемъ: 
а@„—1—ВРи—= —1, 


откуда, умножая обЪ части на (—с) и сравнивая получаемое 
тождество; . 


— ас 0,5 Рь = с 


съ заданнымъ уравнешемъ (3), видимъ, что одна изъ си- 
стемъ р-шеня будетъ: 


= —с. @ь—1; У=—с. Рь. 


216. Примфры. При помощи непрерывныхъ дробей найтг 
_ одну систему цфлыхъ рфшенйй сл5дующихъ неопредфлен- 
ныхъ уравнен!й: 


1. 122—1у=15. 


реку" 


12 
Разлагая -7 ВЪ непрерывную дробь, получаемъ: 
12 1 
ЕЯ 
2+ —.- 
Составляемъ подходящя: 
ы Хх 5. 12 
Г51.% Ш. 5; №. 5 - 


Составляемъ разность: 
ны 


ГАР 
р откуда 8.12—5.7=1. 
| Умножая обЪ части послфдняго равенства на 15 и срав- 
нивая получаемое тождество: 
| 12.45—7.175=15, 


булеть: 
%=45; у=75. 


И. 622-975. 


Разложене дроби г въ непрерывную даеть: 
5 рерывную даеть: 


Подходяця дроби будуть: 
т 3. 16. 23. 62 
1. 2; П. 3; 1. т} 1.10; У. 57 


Пишемъ разность: 


37 0 —^ 5710 ОТКУДА 
69. 10—28. 27-1, 


Умножая обЪф части на (—5), и сравнивая получаемо! 
у . тождество: 
62. (—50)--27. 115 =5 


съ заданнымъ уравнешемъ, видимъ, что одна изъ систем 
цфлыхъ р5шенй предложеннаго уравнензя будеть: я=—50 
р у=115. 

1. 292--17у=18. Отв. х=—84; у=144. 

ТУ. 375—15у=22. Отв. = —44; у= —110. 

\. 91=--14у=351. Отв. Задача невозможна. 


Конецъ. 


Обращаюсь ко вефмъ, пользующимся моими кни- 
гами, съ покорнЪйшей просьбой: сообщать мн 060 
всЪхъ измънешяхъ, улучшешяхь и дополнешяхъ, 
желательныхъ въ послёдующихъ издащяхъ. 


Кром того, обращаюсь ко всЪмъ учащимея еще 
съ одной просьбой: сообщаль мн посл экзаменовъ 
задачи (билеты), предложенныя имъ на вотупитель- 
ныхЪъ экзаменахъ въ спец. уч. зав., съ указашемъ, 
въ какомъ Институт и въ какомъ году данная за- 
цача (или билеть) была предложена. СдЪлать это 
можно открытымъ письмомъ, адресуя: Петроградъ, 
Ивановская, 6, или же лично. Вс сообщаемые мн® 
вопросы будутъ помфщены въ послздующихъ изда- 
вяхъ моихъ „Оборниковг задача, предлиавшихея на 
конкурсныхг экзаменаха“. 


Равнымъ образомъ очень прошу учащихся 
немедленно посл окон выпускныхь письменныхь энза- 
меновъ въ средней школЪ условм задачъ по всфмъ отдфламъ 
(съ числовыми данными), Не слЪдуетъ при этомъ упускать 
изъ виду, что надо указать, гдЪ именно эта задача была 
предложена. 


Математическое книгоиздательство › 


Инженера п. в. Шмулевича. _ 


Начиная съ `1916 г. книгоиздательство инженера п. Кл 


Шмулевича подраздФлено на три отд$ла: ” 
Отдъьль 1.—Изданя для подготовки къ конкурснымъ экза- 


менамъ при поступлени въ высшя техническ!я учебныя заве- 


ценя. 

Отдъль П.—Изданя для экстерновъ и для средней школы, 
те, для гимназй, реальныхъ и коммерческихь училищь. 

Отдъьль 1.—Издательство популярныхъ брошюръ, матема- 
‘тическихь монографй по отдЪльнымъ частямъ курса, само- 
учителей, книгъ для самообразовашя и проч, 

Лицъ, интересующихся подробностями, просятъ’ обращаться 
непосредственно въ контору издательства (Петроградъ, Иванов- 
ская 6), откуда безплатно высылаются полные и подробные 
каталоги всЪхъ издан. 


ОСОБЕННО РЕКОМЕНДУЕТСЯ: \ 


„СПРАВОЧНАЯ КНИГА ДЛЯ ПОСТУПАЮЩИХЪ ВЪ ВЫСШЯ 
УЧЕБНЫЯ ЗАВЕДЕНИЯ“, издающаяся на каждый годъ (по ката- 
логу № 6). 

По полнот%, богатству и разнообразию свЪдён@ „Справоч- 
ная Книга“ даетъ наибольшее количество матер!ала изъ всъхъ 
русскихъ справочниковъ по высшему образованию. 

Складъ всьхъ изданй у автора: Петроградъ, Ивановская, 6. 

При выписк® книгъ слфдуетъ прилагать не менфе половины 
ихъ стоимости. 

Книги наложеннымъ платежомъ безъ задатна но высы- 
лаются. 

Книгоиздательство инженера П. В. Шмулевича принимаетъ 
на себя высылку всфхъ учебныхъ и другихъ книгь по цънамъ 
издателей. 


Услов!я пр/ема на „Нурсы для подготовки къ коннурснымъ 
экзаме! “ и на „Нов Общедоступные Петроградсне 
Курсы“ высылаются по первому требовантю безплатно, 
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